Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commcrcial parties, including placing technical restrictions on automatcd qucrying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from automated querying Do not send aulomated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogX'S "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct andhclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers reach new audiences. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http : //books . google . com/| 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Urheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in partnerschaftlicher Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche für Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials für diese Zwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch fiir Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .corül durchsuchen. 



rv Vorwort des Herausgebers. 

üblich ist. Die Formeln sind, von Druckfehlern abgesehen, 
mit ihrer Numerierung genau nachgedruckt. Die partiellen 
Diflferentialquotienten habe ich jedoch dem Gebrauche der 
deutschen Mathematiker gemäß mit runden Differentiations- 
zeichen drucken lassen, wiewohl dadurch gelegentlich Inkonse- 
quenzen entstehen mußten, insofern z. B. die Differentiationen 
nach der Energie bei konstanten äußeren Koordinaten anfäng- 
lich durch runde, später aber, wo jedes Mißverständnis aus- 
geschlossen schien und die äußeren Koordinaten gar nicht 
mehr in Betracht kamen, durch gerade d ausgedrückt wurden. — 
Am Schlüsse habe ich ein kurzes Sachregister für die ver- 
wendeten Termini hinzugefügt, um dem Anfänger die Schwierig- 
keit, die das Eindringen in eine ungewohnte Terminologie zu 
kosten pflegt, nach Möglichkeit zu erleichtern. 

Möge das Werk in seiner neuen Form dazu beitragen, das 
Interesse und Verständnis für statistisch-mechanische Probleme 
bei deutschen Physikern und Mathematikern zu fördern. 

Abetone, im Juni 1905. 
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Der gewöhnliche Gesichtspunkt beim Studium der Mechanik 
besteht darin, daß das Interesse sich hauptsächlich auf die Ver- 
änderungen richtet, die im Laufe der Zeit in einem gegebenen 
Systeme stattfinden. Das Hauptproblem ist die Bestimmung 
des Systems in bezug auf die Konfiguration und Geschwindig- 
keiten zu einer beliebigen vorgeschriebenen Zeit, wenn sein Zu- 
stand in diesem Sinne für irgend einen bestimmten Zeitpunkt 
gegeben ist, und die Grundgleichungen sind Gleichungen, welche 
die Veränderungen ausdrücken, die beständig in dem Systeme 
stattfinden. Untersuchungen dieser Art werden oft vereinfacht, 
indem man andere Zustände des Systems in Betracht zieht 
als die, welche es tatsächlich durchläuft oder nach unserer 
Annahme durchlaufen soll, aber unser Interesse pflegt nicht 
über Zustände hinauszugehen, die unendlich wenig von denen 
abweichen, welche als wirklich gelten. 

Für manche Zwecke empfiehlt es sich jedoch, den Gegen- 
stand der Untersuchung zu erweitern. Wir wollen uns eine 
große Anzahl von Systemen von derselben Beschaffenheit vor- 
stellen, die aber in der Konfiguration und den Geschwindig- 
keiten, die sie in einem bestimmten Zeitpunkte besitzen, ver- 
schieden sind, und zwar nicht nur unendlich wenig, sondern 
80, daß sie jede denkbare Kombination von Konfiguration und 
Geschwindigkeiten umfassen. Und hier können wir das Problem 
aufstellen, nicht einem besonderen System durch die Reihe 
seiner Konfigurationen zu folgen, sondern zu bestimmen, wie 
die gesamte Anzahl der Systeme unter die verschiedenen denk- 
baren Konfigurationen und Geschwindigkeiten zu einer vor- 
geschriebenen Zeit verteilt sein wird, wenn die Verteilung für 
eine bestimmte Zeit gegeben ist. Die Grundgleichung für diese 
Untersuchung ist die Gleichung zur Bestimmung der Anderungs- 
geschwindigkeit für die Anzahl der Systeme, die zwischen 
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gewisse infinitesimale Grenzen der Konfiguration und Ge- 
schwindigkeit fallen. 

Solche Untersuchungen sind von Maxwell statistische genannt 
worden. Sie gehören einem Zweige der Mechanik an, der seinen 
Ursprung dem Bestreben verdankt, die Gesetze der Thermo- 
dynamik aus mechaDischen Prinzipien zu erklären, und als dessen 
Hauptbegründer Clausius, Maxwell und Boltzmann anzusehen 
sind. Die ersten Untersuchungen auf diesem Gebiete waren 
allerdings auf ein etwas engeres Feld beschränkt als das an- 
gegebene, indem sie sich nur auf die Partikeln eines Systems 
anstatt auf unabhängige Systeme bezogen. Sodann wurden 
statistische Untersuchungen auf die Phasen (oder Zustände in 
bezug auf Konfiguration und Geschwindigkeit) ausgedehnt, die 
in einem gegebenen System im Laufe der Zeit aufeinander 
folgen. Die ausdrückliche Betrachtung einer großen Anzahl 
von Systemen und ihrer Phasenverteilung und der Erhaltung 
oder Änderung dieser Verteilung im Laufe der Zeit findet sich 
vielleicht zuerst in Boltzmanns Abhandlung über den „Zu- 
sammenhang zwischen den Sätzen über das Verhalten mehr- 
atomiger Gasmoleküle mit Jacobis Prinzip des letzten Multi- 
plikators" (1871). 

Aber wenn auch die statistische Mechanik, historisch be- 
trachtet, ihren Ursprung thermodynamischen Untersuchungen 
verdankt, so scheint sie doch vor allem eine selbständige Ent- 
wickelung zu verdienen, einmal mit Rücksicht auf die Eleganz 
und Einfachheit ihrer Prinzipien, und sodann, weil sie auf 
Gebieten ganz außerhalb der Thermodynamik neue Eesultate 
liefert und alte Wahrheiten in neues Licht setzt. Überdies 
scheint gerade der selbständige Ausbau dieses Zweiges der 
Mechanik die beste Grundlage für das Studium der rationellen 
Thermodynamik und Molekularmechanik darzustellen. 

Die Gesetze der Thermodynamik, empirisch bestimmt, be- 
herrschen das angenäherte und wahrscheinliche Verhalten von 
Systemen aus einer großen Anzahl von Partikeln oder, genauer 
gesagt, sie stellen für solche Systeme die mechanischen Ge- 
setze dar, wie sie Wesen erscheinen, die nicht die Feinheit der 
Empfindung besitzen, um Größen von der Größenordnung, wie 
sie bei der Bewegung der einzelnen Partikeln in Betracht kommt, 
wahrzunehmen und abzuschätzen, und die ihre Experimente 
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nicht oft genug wiederholen können, um auch nur die wahr- 
scheinlichsten Resultate zu erhalten. Die Gesetze der statisti- 
schen Mechanik passen sich den konservativen Systemen jeder 
Zahl von Freiheitsgraden an und sind exakt. Dies macht ihre 
Bestimmung nicht schwieriger als die der angenäherten Ge- 
setze für Systeme mit einer großen Anzahl von Freiheitsgraden 
oder für spezielle Klassen solcher Systeme. Eher ist das 
Gegenteil der Fall, denn unser Interesse wird so nicht durch 
die Eigentümlichkeiten des betrachteten Systems von dem 
abgelenkt, was wesentlich ist, und wir brauchen uns nicht 
damit zufrieden zu geben, daß der Einfluß der vernach- 
lässigten Größen und Umstände im Eesultate nicht in Betracht 
kommen werde. Die Gesetze der Thermodynamik können 
leicht aus den Prinzipien der statistischen Mechanik gewonnen 
werden, deren unvollständiger Ausdruck sie sind, aber sie 
stellen sozusagen nur einen blinden Führer auf unserer Suche 
nach diesen Gesetzen dar. Dies ist vielleicht der Haupt- 
grund für den langsamen Fortschritt der rationellen Thermo- 
dynamik im Vergleich mit der schnellen Ableitung der Fol- 
gerungen, die sich aus ihren empirisch übernommenen Grund- 
gesetzen ergeben. Dazu kommt noch, daß die rationelle 
Grundlage der Thermodynamik in einem Zweige der Mechanik 
liegt, dessen fundamentale Begrifie und Prinzipien, wie auch 
dessen charakteristische Methoden den Studierenden der 
Mechanik gleich ungeläuflg waren. 

Wir dürfen daher überzeugt sein, daß nichts mehr zu 
einer klaren Auffassung der Beziehungen zwischen der Thermo- 
dynamik und der rationellen Mechanik und zur Deutung 
der beobachteten Erscheinungen im Sinne der molekularen 
Konstitution der Materie beitragen kann als das Studium der 
fundamentalen Begrifie und Prinzipien dieses Zweiges der 
Mechanik, der zur Thermodynamik in besonders enger Be- 
ziehung steht. 

Außerdem vermeiden wir die bedeutendsten Schwierig- 
keiten, wenn wir den Versuch aufgeben, Hypothesen über die 
Konstitution der materiellen Körper aufzustellen, und statt 
dessen lieber statistische Untersuchungen als Zweig der ratio- 
nellen Mechanik verfolgen. Bei dem gegenwärtigen Stande 
der Wissenschaft scheint es kaum möglich, eine dynamische 
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Theorie der Molekularwirkung aufzustellen, welche die Er- 
scheinungen der Thermodynamik, der Strahlung und der die 
Vereinigung der Atome begleitenden elektrischen Vorgänge 
umfassen soll. Und doch ist jede Theorie offenbar ungenau, 
welche nicht von allen diesen Erscheinungen Rechenschaft 
gibt. Selbst wenn wir uns auf die eigentlichen thermodyna- 
mischen Erscheinungen beschränken, begegnen wir schon 
Schwierigkeiten bei einem so einfachen Gegenstande wie bei 
der Zahl der Freiheitsgrade eines zweiatomigen Gases. Es 
ist bekannt, daß wir, während die Theorie dem Gase sechs 
Freiheitsgrade ,für das Molekül zuschreiben würde, nach 
unseren Versuchen über spezifische Wärme nur fünf annehmen 
dürfen. Jedenfalls baut auf unsicherer Grundlage, wer seine 
Theorie aut Hypothesen über die Konstitution der Materie 
begründet. 

Schwierigkeiten dieser Art haben den Verfasser von dem 
Versuche abgeschreckt, die Geheimnisse der Natur zu erklären, 
und haben ihn genötigt, sich mit dem bescheideneren Ziel zu 
begnügen, einige der einfacheren Sätze aus dem statistischen 
Zweige der Mechanik aufzustellen. Hier kann es keinen Irrtum 
in bezug auf die Übereinstimmung der Hypothesen mit den 
Tatsachen in der Natur geben, denn so etwas wird hier gar 
nicht beansprucht. Der einzige Fehler, in den man verfallen 
kann, wäre die mangelnde Übereinstimmung zwischen den 
Voraussetzungen und den Folgerungen, und diesen dürfen wir 
bei einiger Sorgfalt zu vermeiden hoffen. 

Der Gegenstand des vorliegenden Werkes besteht zum 
großen Teile aus Resultaten, die wir den oben erwähnten 
Forschern verdanken, wenn auch der Standpunkt und die 
Anordnung verschieden sein mögen. Diese Resultate, welche 
der Öffentlichkeit nach und nach in der Reihenfolge ihrer 
Entdeckung übergeben wurden, waren in ihrer ursprünglichen 
Darstellung natürlich nicht gerade in der logisch besten 
Weise angeordnet. 

Im ersten Kapitel betrachten wir das oben erwähnte 
Hauptproblem und finden die Gleichung, die wir die Grund- 
glaicbuDg der statistischen Mechanik nennen wollen. Ein be- 
sonderer Fall dieser Gleichung wird uns die Bedingung des 
ttAtiitischen Gleichgewichtes liefern, d. h. die Bedingung, welcher 
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die Phasenverteilung der Systeme genügen muß, damit die Ver- 
teilung ungeändert bleibt. Im allgemeinen Fall läßt die 
Fundamentalgleichung eine Integration zu, welche ein Prinzip 
ergibt, das je nach dem Gesichtspunkt, aus welchem es be- 
trachtet wird, als die Erhaltung der Phasendichte oder der 
Phasenausdehnung oder der Phasenwahrscheinlichkeit be- 
zeichnet werden möge. 

Im zweiten Kapitel wenden wir dieses Prinzip von der 
Erhaltung der Phasenwahrscheinlichkeit auf die Theorie der 
Fehler in den berechneten Phasen eines Systems an, wenn die 
Bestimmung der willkürlichen Konstanten in den Integral- 
gleichungen fehlerhaft ist In dieser Anwendung gehen wir 
nicht über die gewöhnlichen Annäherungen hinaus. Mit 
anderen Worten, wir verbinden das Prinzip von der Erhaltung 
der Phasenwahrscheinlichkeit, das exakt ist, mit solchen an- 
genäherten Beziehungen, wie man sie in der „Fehlertheorie" 
anzunehmen pflegt. 

Im dritten Kapitel wenden wir das Prinzip von der Er- 
haltung der Phasenausdehnung auf die Integration der Differen- 
tialgleichungen der Bewegung an. Dies ergibt den Jacobi- 
schen „letzten Multiplikator", wie schon von Boltzmann gezeigt 
wurde. 

In dem vierten und den folgenden Kapiteln kehren wir 
zur Betrachtung des statistischen Gleichgewichtes zurück und 
beschränken uns dabei auf konservative Systeme. Wir be- 
trachten insbesondere Gesamtheiten von Systemen, in welchen 
der Exponent oder Logarithmus der Phasenwahrscheinlichkeit 
eine lineare Funktion der Energie ist. Diese Verteilung habe 
ich wegen ihrer hervorragenden Wichtigkeit in der Theorie des 
statistischen Gleichgewichtes mir erlaubt die kanonische zu 
nennen, und den Divisor der Energie den Modul der Ver- 
teilung. Die Moduln von Gesamtheiten haben Eigenschaften 
analog der Temperatur, insofern nämlich die Gleichheit der 
Moduln eine Bedingung des Gleichgewichtes in bezug auf 
Energieaustausch ist, falls ein solcher Austausch möglich ist. 

Für die Durchschnittswerte in der Gesamtheit finden wir 
eine Differentialgleichung, welche in der Form übereinstimmt 
mit der fundamentalen Differentialgleichung der Thermo- 
dynamik, wobei der durchschnittliche Wahrscheinlichkeits- 
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exponent der Phase mit umgekehrtem Vorzeichen der Entropie 
entspricht und der Modul der Temperatur. 

Für das mittlere Fehlerquadrat der Energie finden wir 
einen Ausdruck, welcher gegen das Quadrat der durchschnitt- 
lichen Energie verschwindet, wenn die Zahl der Freiheitsgrade 
unbegrenzt zunimmt. Eine Gesamtheit von Systemen, in der 
die Anzahl der Freiheitsgrade von derselben Größenordnung 
ist wie die Zahl der Moleküle in den Körpern, mit denen wir 
experimentieren, würden daher bei kanonischer Verteilung der 
menschlichen Beobachtung wie eine Gesamtheit von Systemen 
erscheinen, in der alle die gleiche Energie haben. 

Bei der weiteren Entwicklung des Gegenstandes stoßen 
wir auf andere Größen, welche, wenn die Anzahl der Freiheits- 
grade sehr groß ist, in einer kanonischen Gesamtheit mit dem 
Modul und mit dem negativ genommenen Durchschnittswerte des 
Wahrscheinlichkeitsexponenten merklich zusammenfallen und 
die daher ebenfalls als Analoga von Temperatur und Entropie 
angesehen werden können. Die Analogie ist jedoch unvoll- 
kommen, wenn die Anzahl der Freiheitsgrade nicht sehr groß 
ist, und dann haben diese Größen weiter keinen Vorzug, als 
daß sie in der Definition einfacher erscheinen* als die bereits 
erwähnten. Im vierzehnten Kapitel wird diese Frage der 
thermodynamischen Analogien ganz ausführlich erörtert, 

Im fünfzehnten Kapitel endlich behandeln wir die ein- 
tretende Modifikation der früheren Ergebnisse, wenn die betrach- 
teten Systeme aus einer Anzahl völlig gleichartiger Teilchen be- 
stehen, oder auch aus einer Anzahl von Teilchen verschiedener 
Gattung, wobei alle Teilchen derselben Gattung einander völlig 
gleichartig sein müssen, und wenn eine der zu betrachtenden 
Änderungen sich auf die Anzahl der Teilchen der verschiedenen 
Gattungen bezieht, die in einem Systeme vorkommen. Diese 
Annahme wäre natürlich früher eingeführt worden, wenn unsere 
Aufgabe nur in dem Ausdruck der Naturgesetze bestanden 
hätte. Es schien aber wünschenswert, die rein thermodyna- 
mischen Gesetze scharf von jenen speziellen Modifikationen 
zu trennen, die eigentlich der Theorie von den Eigenschaften 
der Materie angehören. 

New Haven, Dezember 1901. 

J. W. G. 
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Erstes Kapitel. 

GrundbegrifTe. Das Prinzip von der Erhaltung der Phasen- 
ausdehnung. 

Wir bedienen uns der Hamiltonschen Form der Be- 
wegungsgleichungen für ein System von n Freiheitsgraden, in- 
dem wir mit ^u - . • ^„ die (generalisierten) Koordinaten, mit 
4iy ' • ' 4n ^^® (generalisierten)- Geschwindigkeiten und mit 

F^dq^+F,dq^ + ... + F^dq^ (1) 

die von den Kräften geleistete Arbeit bezeichnen. Wir nennen 
die Größen Fj^,...F^ die-(generalisierten) Kräfte, und die durch 
die Gleichungen 

P^ = ^' P3 = |f- etc., (2) 

WO 6 die kinetische Energie des Systems bezeichnet, definierten 
Größen /?i . . . />„ die (generalisierten) Impulse, Die kinetische 
Energie wird hier betrachtet als Funktion der Geschwindig- 
keiten und der Koordinaten. Wir werden sie aber gewöhnlich 
betrachten als Funktion der Impulse und der Koordinaten^) 

*) Die Verwendung derjmpulse anstatt der Geschwindigkeiten als 
unabhängiger Veränderlicher ist das Charakteristikum der Hamilton- 
schen Methode, das seinen Bewegungsgleichungen ihre besondere Einfach- 
heit gibt. Wir werden finden, daß sich die Grundbegrifi^e der statistischen 
Mechanik am leichtesten definieren und in der einfachsten Form aus- 
drücken lassen, wenn die Impulse neben den Koordinaten als Zustand s- 
größen verwendet werden. 

GiBBSi statistische Mechanik. 1 
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und in diesem Sinne mit s^ bezeichnen. Dies wird una nicht 
hindern^ gelegentlich auch von Formeln wie (2) Gebrauch zu 
machen, wo es hinreichend deutlich ist, daß die kinetische 
Energie als Funktion der q und der q betrachtet wird. Aber 
in Ausdrücken wie öc^/öj'j, wo der Nenner die Frage nicht 
entscheidet, soll die kinetische Energie bei der Differentiation 
immer als Funktion der p und der q behandelt werden. 

Wir haben dann 

^i = fe' A = -|^ + ^x etc. (3) 

Diese Gleichungen gelten für beliebige Kräfte. Sind es 
konservative Kräfte, mit andern Worten, ist der Ausdruck (1) 
ein exaktes Differential, so können wir setzen 

^i=-|j. ^.=-1^ ^^■' (4) 

WO 6^ eine Funktion der Koordinaten ist, die wir die poten- 
tielle Energie des Systems nennen wollen. Bezeichnen wir 
mit € die gesamte Energie, so haben wir 

€ = «^ + fi^, (5) 

und die Gleichungen (3) lassen sich schreiben 

Die potentielle Energie 6^ kann noch von anderen Vari- 
abelen abhängen außer den Koordinaten ^i , . . . y^. Wir werden 
sie häufig auch von Koordinaten äußerer Körper abhängen 
lassen, die wir mit «j, a^ etc. bezeichnen wollen. Wir haben 
dann als den vollständigen Ausdruck des Differentials der 
potentiellen Energie^) 

dB^=^^ F^dq^..-- F^dg^ — Ä^da^ - A^da^^ etc., (7) 
wo A^, A^ etc. Kräfte (im generalisierten Sinne) darstellen, die 



^) Es ist zu beachten, daß, obwohl wir e^ die potentielle Energie 
des betrachteten Systems nennen, es doch seiner Definition nach die 
Energie mit enthalten soll, die aus der Wechselwirkung dieses Systems 
mit andern Körpern hervorgeht. 
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von dem Systeme auf äußere Körper ausgeübt werden. Für 
die gesamte Energie e haben wir endlich 

— Pidq^ — . . . — ^^ (/y^ — ^j (/fl'j — A^da^^ etc. J 

Es ist zu beachten, daß die kinetische Energie 8^ im all- 
gemeinsten Falle eine quadratische Funktion der p (oder ^) 
ist, welche auch die q, aber nicht die a enthält; daß die 
potentielle Energie, wenn sie existiert, eine Funktion der q, 
und der a ist, und daß die Gesamtenergie, wenn sie existiert, 
eine Funktion der p (oder q), der q und der a ist In Aus- 
drücken wie dsjdq^ sollen die p und nicht die q zu unab- 
hängigen Veränderlichen genommen werden, wie es schon in 
bezug auf die kinetische Energie festgesetzt wurde. 

Wir denken uns eine große Zahl unabhängiger Systeme 
von identischer Beschaffenheit, aber verschieden, in der Phase, 
d. h. in ihrem durch Konfiguration und Geschwindigkeit be- 
stimmten Zustande. Die Kräfte sollen für jedes System durch 
dasselbe Gesetz bestimmt sein als Funktionen der Koordinaten 
9i>'"9n ^®^ Systems allein oder in Verbindung mit den Koor- 
dinaten cTj , «2 6^c* gewisser äußerer Körper. Es ist nicht not- 
wendig, daß sie sich aus einer Kräftefunktion ableiten lassen. 
Die ävßeren Koordinaten a^, a^ etc. können mit der Zeit 
variieren, müssen aber zu jeder gegebenen Zeit bestimmte 
Werte haben. Darin unterscheiden sie sich von den inneren 
Koordinaten q^^q^i die zu derselben Zeit in den verschiedenen 
betrachteten Systemen verschiedene Werte besitzen. 

Denken wir uns insbesondere die Gesamtheit der Systeme, 
die in einem gegebenen Augenblick zwischen bestimmte Grenzen 
der Phase fallen, der Systeme nämlich, für welche 



Pi <Pi< Pi"^ 7i <9i< 9i'^ 

Pi <P2< Pi^ 92 <92< 92'y 

Pn<Pn<Pn^ 9n<9n<9n^ ^ 



(9) 



WO die akzentuierten Buchstaben Konstanten bedeuten. Wir 
lassen jetzt die Differenzen p^' — p^, q(' — q^ etc. unendlich 
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klein werden und denken uns die Systeme kontinuierlich^) in 
der Phase verteilt, so daß die Anzahl derer mit Phasen 
innerhalb der angegebenen Grenzen ausgedrückt werden kann 
durch 

I> iPl" -Pll- iPn' - />J (?l" -9ll- {9n" - O (10) 

oder kürzer durch 

Ddp^ "'dp^dq^ »»'dq^f (11) 

wo D eine Funktion der p und q und im allgemeinen auch 
von t ist. In besonderen Fällen wird die Phasenverteiluvg 
ungeändert bleiben. Dies sind dann Fälle von statistischem 
Gleichgewicht, 

Betrachten wir die Gesamtheit aller möglichen Phasen als 
eine Art Raum von 2 n Dimensionen, so können wir das Diffe- 
rentialprodukt in (11) als Element dieses Raumes deuten und 
D als die Dichtigkeit der Systeme in diesem Elemente. Wir 
bezeichnen das Produkt 

dp^.,.dp^dq^,.,dq^ (12) 

als Element der Phasenausdehnung und D als Phasendichte der 
Systeme. 

Natürlich werden die Änderungen in der Dichtigkeit der 
Systeme in einem gegebenen Elemente der Phasenausdehnung 
abhängen von der dynamischen Beschaffenheit der Systeme und 
ihrer Phasenverteilung zu der betrachteten Zeit. 

Im Falle konservativer Systeme, die uns hauptsächlich 
interessieren, ist ihre dynamische Beschaffenheit vollständig 
bestimmt durch die Funktion, welche die Energie « durch die 
/?, q und a ausdrückt, eine Funktion, die für alle Systeme 



*) Genau genommen kann eine endliche Anzahl von Systemen 
nicht kontinuierlich in der Phase verteilt sein. Aber indem wir die 
Anzahl der Systeme unbegrenzt wachsen lassen, können wir einem kon- 
tinuierlichen Verteilungsgesetze, wie dem hier angegeberen, beliebig 
nahe kommen. Um lästige Umschreibungen zu vermeiden, ist eine 
Redeweise wie die obige trotz der Ungenauigkeit des Ausdrucks zu- 
lässig, wenn der Sinn, in dem sie gemeint ist, hinreichend deutlich zu 
erkennen ist. 
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dieselbe sein soll; in dem allgemeineren Falle, mit dem wir 
uns beschäftigen, ist die dynamische Beschaffenheit der Systeme 
bestimmt durch die Funktionen, welche die lanetische Energie 
Bp durch die p und g ausdrucken und die Kräfte durch 
die q und a. Die Phasen Verteilung wird für die betrachtete 
Zeit ausgedrückt durch D als Funktion der p und q. Um 
den Wert von dDjdt für das Element der Phasenausdehnung 
zu finden, beachten wir, daß die Anzahl der Systeme inner- 
halb der Grenzen nur geändert werden kann durch Systeme, 
welche diese Grenzen passieren, was auf 4n verschiedene 
Weise geschehen kann, nämlich durch das p^ eines Systems, 
das die Grenze /?/ oder die Grenze p^' passiert, oder durch 
das q^ eines Systems, das die Grenze q^' oder die Grenze y/' 
passiert etc. Diese Fälle wollen wir einzeln für sich be- 
trachten. 

Zuerst betrachten wir die Anzahl der Systeme, welche in 
der Zeit dt in das Element eintreten, indem p^ die Grenze p^' 
passiert. Es empfiehlt sich und ist offenbar erlaubt, dt ^o klein 
anzunehmen , daß die Größen p^dt, q^dt etc., welche die Zu- 
wüchse von py^ , q^ etc. in der Zeit d t darstellen, unendlich klein 
sind im Vergleich zu den infinitesimalen Differenzen Pi"—Pi, 
q^' — q^ etc., welche die Größe des Elementes der Phasen- 
ausdehnuDg bestimmen. Die Systeme, für welche p^ im Inter- 
vall dt die Grenze p^ passiert, sind solche, für die beim Be- 
ginn des Intervalles der Wert von p^ zwischen /?/ und p^—p^dt 
liegt, wie erhellt, wenn wir die Fälle, in denen p^ positiv und 
negativ ist, gesondert betrachten. Solche Systeme, für die p^ 
zwischen diesen Grenzen liegt, und die anderen p und q 
zwischen den in (9) angegebenen Grenzen, werden somit in das 
betrachtete Element eintreten oder aus ihm austreten, je nach- 
dem p^ positiv oder negativ ist, sofern sie nicht in demselben 
Zeitintervall noch eine andere der in (9) angegebenen Grenzen 
passieren. Aber die Anzahl derer, welche irgend zwei dieser 
Grenzen passieren, wird dargestellt durch einen Ausdruck mit 
dem Quadrate von dt als Faktor und ist, wenn dt unendlich 
klein ist, offenbar zu vernachlässigen gegen die Anzahl, die 
wir zu bestimmen suchen, und die (mit Vernachlässigung der 
Glieder mit df^ gefunden wird, indem man p^dt für p^' — i^i' 
in (10) oder für dp^ in (11) einsetzt. 
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Der Ausdruck 

JDp^ dtdp^,..dp^dq^...dq^ (13) 

wird daher, je nachdem er positiv oder negativ ist, die 
Zunahme oder die Abnahme der Anzahl der Systeme inner- 
halb der gegebenen Grenzen darstellen, soweit sie von den 
Systemen herrührt, die die Grenze p^ passieren. Ein ähn- 
licher Ausdruck, in dem aber D und p etwas verschiedene 
Werte haben (da sie für /?/' statt für p^' zu bestimmen sind), 
wird die Abnahme oder Zunahme der Systemanzahl dar- 
stellen, die von der Passierung der Grenze p^" herrührt. Die 
Differenz der beiden Ausdrücke, oder 

wird, algebraisch genommen, die Abnahme der Anzahl der 
Systeme innerhalb der Grenzen darstellen, welche von der 
Passierung der Grenzen /?/ und p^" herrührt. 

Die Abnahme der Systemanzahl innerhalb der Grenzen, 
die von der Passierung der Grenzen g^' und y^" herrührt, wird 
in derselben Weise gefunden. Dies ergibt dann 



dp 



^-j^ + -?i^]<^Pi-'^Pndq,^-dqJt (15) 



für die Abnahme, herrührend von den vier Grenzen p^\ p^\ 
jj', q^\ Aber da die Bewegungsgleichungen (3) ergeben 

|^ + -|A==o, (16) 

so reduziert sich der Ausdruck auf 

Setzen wir 2 ^^^ ^®^ Ausdruck zur Bezeichnung der 
Summation über die Indizes 1 . . . w, so erhalten wir die gesamte 
Abnahme der Systemanzahl zwischen den Grenzen in der 
Zeit dt Nämlich: 

= — dJ) dp^ . . . dp^ dq^ • • • ^ ?n 
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oder 

dD\ ^(dD . . dD .\ ,-Q. 

wo der Index am Differentialquotienten ausdrückt, daß die 
p und q bei der Dififerentiation als konstant betrachtet werden 
sollen. Die Bedingung des statistischen Gleichgewichtes ist 
demnach 

ÖD . . dD .\ ^ .oA\ 

Ist diese Bedingung in irgend einem Zeitpunkte erfüllt für 
alle Werte der p und y, so verschwindet {dDldt)^^^ und 
die Bedingung wird daher weiter bestehen und die Phasen- 
verteilung wird ungeändert bleiben, solange die äußeren Ko- 
ordinaten konstant bleiben. Aber das statistische Gleich- 
gewicht würde im allgemeinen gestört werden durch eine 
Änderung in den Werten der äußeren Koordinaten, welche 
die Werte der p, wie sie durch die Gleichungen (3) bestimmt 
werden, ändern und so die in der letzten Gleichung aus- 
gedrückte Beziehung stören würde. 

Schreiben wir Gleichung (19) in der Form 

(|?)„/' + 2(|^ft^' + 4^*.^')-o, (2.) 

so läßt sie einen Satz von besonderer Einfachheit erkennen. 
Da D eine Funktion von ^, Pi^^p^, 5'i>«««y„ ist, so besteht 
ihr totales Differential aus Bestandteilen, die von den Ände- 
rungen aller dieser Größen herrühren. Nun stellt das erste 
Glied der Gleichung die von einer Änderung von t (bei fest- 

gehaltenen p und g) herrührende Änderung von D dar, und 

•• 

der Rest der linken Seite die Änderungen von J), herrührend 
von den Änderungen der p und g, die durch ^^cf^, q^dt etc. 
ausgedrückt werden. Aber dies sind genau die Änderungen,^ 
welche die p und q bei der Bewegung eines Systems wäh- 
rend der Zeit dt erfahren. Der ganze Ausdruck stellt die 
gesamte Änderung von J) für die veränderliche Phase eines^ 
bewegten Systems dar. Wir haben somit den Satz: 

In einer Gesamtheit mechanischer Systeme von identischer 
Beschaffenheit und unter Einwirkung von Kräften^ die durch 
identische Gesetze bestimmt werden^ aber von einer beliebigen kon-^ 
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tiauierlichen Phasenverteüung bleibt die Phasendichte für die ver- 
änderten Phasen eines bewegten Systems in der Zeit konstant, 
vorausgesetzt, daß die Kräfte eines Systems entweder Funktionen 
seiner Koordinaten allein oder zugleich noch Funktionen der Zeit 
sind. ^) 

Dieser Satz kann als das Prinzip von der Erhaltung der 
Phasendichte bezeichnet werden. Er läßt sich auch schreiben 

wo a,...h die willkürlichen Konstanten im Integral der Be- 
wegungsgleichungen darstellen und dem DiflFerentialquotienten 
beigefügt sind, um auszudrücken, daß sie bei der Differentiation 
als konstant betrachtet werden sollen. 

Wir können diesem Prinzip einen etwas verschiedenen 
Ausdruck geben. Den Wert des Integrals 

\ '" \ dpi . . . dp^dq^ • • • ^?n» (^^) 

genommen zwischen beliebigen Grenzen, wollen wir die Phasen- 
ausdehnung innerhalb dieser Grenzen nennen. 

Wenn die Phasen, die eine Phasenausdehnung abgrenzen, im 
Laufe der Zeit variieren, gemäß den dynamischen Gesetzen eines 
Systems unter der Wirkung von Kräften, die entweder Funktionen 
der Koordinaten allein, oder zugleich noch der Zeit sind, so bleibt 
der Wert der so begrenzten Phasenausdehnung konstant 

In dieser Form soll unser Prinzip das Prinzip von der 
Erhaltung der Phasenausdehnung genannt werden. In gewissem 
Sinne kann dieses als der einfachste Ausdruck des Prinzips 
betrachtet werden, da es nicht ausdrücklich auf eine Gesamt- 
heit von Systemen Bezug nimmt. 

Da eine Phasenausdehnung in infinitesimale Teile zerlegt 



* Die Bedingung, daß die Kräfte 2^^ , . . . F„ Funktionen von Ji , . . . §'„ 
und «1, «g etc. sind, welch letztere Funktionen der Zeit sind, ist ana- 
lytisch äquivalent der Bedingung, daß jPi, . . . F„ Funktionen von q^ .. .qr 
und der Zeit sind. Die äußeren Koordinaten aj, o, etc. sind in dem Vor- 
hergehenden ausdrücklich erwähnt worden, weil es für unsere Zwecke 
erforderlich sein wird, diese Koordinaten und die entsprechenden Kräfte 
-4i, A^ etc., welche die Wirkung der Systeme auf äußere Körper dar- 
stellen, zu betrachten. 
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werden kann, so braucht man das Prinzip nur für eine unend- 
lich kleine Ausdehnung zu beweisen. Die Anzahl der Systeme 
^iner Gesamtheit, welche in die Ausdehnung fallen, wird aus- 
gedrückt durch das Integral 



j ,. , j D dp^ . . . dp^ dq^ ,,.dq^. 



Ist die Ausdehnung unendlich klein, so können wir D in ihr 
als konstant ansehen und schreiben 



-ö J . . . J dpj^ . . . dp^dq^ • • • ^^n 



für die- Anzahl der Systeme. Der Wert dieses Ausdruckes 
muß in der Zeit konstant sein, da keine Systeme geschaffen 
oder vernichtet werden sollen und keine die Grenzen passieren, 
weil die Bewegung der Grenzen identisch ist mit der der 
Systeme. Aber wir haben gesehen, daß L in der Zeit konstant 
ist, und daher ist auch das Integral 



] '"J <^Pi"-dPn^9\'"^9n^ 



<ias wir die Phasenausdehnung genannt haben, gleichfalls in 
-der Zeit konstant.^) 

^) Denken wir uns eine Phase repräsentiert durch einen Punkt in einem 
Räume von 2n Dimensionen, so werden die Änderungen , die im Laufe 
der Zeit in unserer Gesamtheit von Systemen stattfinden, dargestellt durch 
-eine Strömung in diesem Räume. Diese Strömung wird stationär sein, 
solange die äußeren Koordinaten sich nicht ändern. In manchen Fällen 
wird die Strömung einem Gesetze folgen, das in seinen verschiedenen 
Ausdrucksformen analog ist dem hydrodynamischen Gesetze von der 
Mrhaltung der Volumina oder von der Erhaltung der Dichtigkeit um einen 
bewegten Punkt, ausgedrückt durch die Gleichung 

ox oy ox 
Das Analogon dieser Gleichung in der statistischen Mechanik, nämlich 

-^ + -^- + -^ + -^ + etc. = 0, 
^Pi öqi dp^ dq^ 

Icann direkt aus den Gleichungen (3) oder (6) hergeleitet werden und 
führt dann zu Sätzen, wie wir sie ausgesprochen haben, sofern es sie 
nicht geradezu unmittelbar evident erscheinen läßt. Die oben gegebenen, 
etwas langwierigen Beweise werden wenigstens dazu dienen, die vor- 
kommenden Begriffe zu präzisieren und mit ihrem Gebrauche vertraut 
2U machen. 
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Da das in der bisherigen Entwickelung verwendete Koor- 
dinatensystem völlig willkürlich ist, so legen die Werte der 
Koordinaten, die sich auf eine Konfiguration und ihre unmittel- 
bare Nachbarschaft beziehen, den Werten für andere Kon- 
figurationen keinerlei Beschränkung auf. Die Tatsache, daß 
die Größe, die wir als Phasendichte bezeichneten, für jedes 
gegebene System in der Zeit konstant ist, bringt es daher mit 
sich, daß ihr Wert unabhängig ist von den zu ihrer Aus- 
wertung verwendeten Koordinaten. 

Denn es seien bei derselben Zeit und Phase B^ die 
Phasendichte, berechnet für ein Koordinatensystem, und B^ 
für ein anderes. Ein System, das zu dieser Zeit diese Phase 
hat, wird zu einer anderen Zeit eine andere Phase haben. 
Die Dichte, berechnet für diese zweite Zeit und Phase in 
einem dritten Koordinatensystem, sei B^'. Jetzt können wir 
uns ein Koordinatensystem denken, welches in der ersten Kon- 
figuration und ihrer Nähe mit dem ersten Koordinatensysteme 
zusammenfällt und in der zweiten Konfiguration und ihrer 
Nähe mit dem dritten Koordinatensysteme. Dies ergibt dann 
B( = B^\ Wieder denken wir uns ein Koordinatensystem, 
das in der Umgebung der ersten Konfiguration mit dem zweiten 
Koordinatensysteme zusammenfällt und in der Umgebung der 
zweiten Konfiguration mit dem dritten Koordinatensysteme. 
Dies ergibt B^ = B^\ Wir haben somit B^ = B^. 

Es folgt, oder es kann in derselben Weise bewiesen werden,, 
daß der Wert einer Phasenausdehnung unabhängig ist von 
dem zu seiner Berechnung verwendeten Koordinatensystem. 
Dies kann leicht direkt verifiziert werden. Sind q^y^q^r 

Qv" *Q,n ^^®^ Koordinatensysteme und Pij"-Pnf ^v'^n ^^® 
entsprechenden Impulse, so haben wir zu beweisen, daß 

J . . .jdp^ ...dp^dq^... dq^ = j . . SdPj ...dP^dQ^...dQ^, (24) 

wenn die mehrfachen Integrale zwischen Grenzen genommen 
werden, die aus denselben Phasen bestehen. Und dies erhellt 
aus dem Prinzip, nach dem man die Yariabelen in einem mehr- 
fachen Integrale transformiert, wenn wir beweisen, daß 

^ (*1 > • • • ■* n ) Vi > • • • Qn) 



ö(Pi,...i?n, qi,"' qn) 



= 1 , (25) 
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WO die linke Seite der Gleichung eine Jacobische Funktional^ 
determinante bezeichnet. Da alle Elemente der Form dQjdp 
gleich KuU sind^ so reduziert sich die Determinante auf ein 
Produkt von zweien, und wir haben zu beweisen, daß 

Jedes Element der ersten dieser Determinanten können wir 
umformen wie folgt. Vermöge der Gleichungen (2) und (3) und 
mit Rücksicht auf die Tatsache, daß die Q lineare Funktionen 
der q und somit auch der p sind mit Koeffizienten, welche 
die q enthalten, so daß ein Diflferentialquotient der Form 
dQJdpy eine Funktion der q allein ist, erhalten wir^) 



ÖP, ö öe„ ^^/ ö«e„ dQ 



dQr \ 

dPy) 



dPy dPy ÖÖX r = l\ÖÖrÖC^x dp 

d 



Aber da 



?xr = l\Ö(?r dPyj ÖÖX dpy Öö« 



(27) 



so wird 



Demnach ist 



ö Qx ö Cx 



(28). 



g (Pj , . . . P„) _ ^(ji, ■«■ 4n) _ ^(gl> "■ Qn) /2gV 

Ö(Piy'"Pn) d{Q^y,,,Ou) d(Qi,,,.Qn) 

Die zu beweisende Gleichung reduziert sich also auf 



*) Die Form der Gleichung 



d 6p d d 6p 



dpy dQ^c öÖx dpy 

in (27) erinnert an die fundamentale Identität in der Differentialrechnung 
bezüglich der Reihenfolge in der Differentiation nach unabhängigen 
Variabelen. Aber man beachte, daß hier die Variabelen Öx und py nicht 
unabhängig sind und daß sich der Beweis gründet auf die lineare Be- 
ziehung zwischen den und den p. 
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die nach der gewöhnlichen Regel zur Multiplikation von Deter- 
minanten leicht bewiesen wird. 

Der numerische Wert einer Phasenausdehnung wird jedoch 
von den Einheiten abhängen, in denen wir Energie und Zeit 
messen. Denn ein Produkt der Form dpdq hat die Dimen- 
sion einer Energie multipliziert mit einer Zeit, wie aus der Glei- 
chung (2), durch welche die Momente definiert werden, hervor- 
geht. Daher hat eine Phasenausdehnung die Dimension der 
^ten Potenz aus dem Produkte von Energie und Zeit. Mit 
anderen Worten, sie hat die Dimension der n^^ Potenz einer 
Aktion in dem Sinne, wie der Ausdruck im „Prinzip der 
kleinsten Aktion" gebraucht wird. 

Unterscheiden wir durch Akzente die Werte der Impulse 
und Koordinaten, die sich auf eine Zeit t' beziehen, während 
die unakzentuierten zur Zeit t gehören, so kann das Prinzip 
von der Erhaltung der Phasenausdehnung geschrieben werden 

J . . Adp^ . . . dp^dq^ ..,dq^:= j.. Adp^' . . . dp^dq( . . *dq^^ (31) 

oder kürzer 

J"Jdp^...dq^ ==j...Jdp^...dq^, (32) 

wenn die Phasen der Grenzen so gewählt sind, daß sie den- 
selben Systemen zu den Zeiten t und ^ entsprechen. Nun 
haben wir identisch 

für solche Begrenzungen. Das Prinzip von der Erhaltung der 
Phasenausdehnung kann daher in der Form ausgedrückt werden 



Ö (Pi\ ' . . qn) 



Diese Gleichung läßt sich leicht direkt beweisen. Denn wir 
haben identisch 

dJPiy" Qn) ^ djpij... qn) d{p^'%...qn") 
d (jp/, . . . qn') ö(p/', . . . qn") d (p/, . . . g/) ' 

WO die doppelten Akzente die Werte der Impulse und Koor- 
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dinaten für eine Zeit t' bezeichnen. Ändern wir t^ während 
€ und f konstant bleiben, so haben wir 

d d(piy...qn) _ ö(jpi", . . . Qn'') d ö(jpi, . . . q„) ,g^. 



dt d(p,',...qn') d{p,',...q„') dt ö (;?/',... g„") 

Da nun die Zeit t" vollständig willkürlich ist, so hindert uns 
nichts, im betrachteten Momente t" mit t zusammenfallen zu 
lassen. Dann wird in der Determinante 

ö(jPi, . .-5'«) 



ö(i>/',...?„") 



in allen Elementen der Hauptdiagonale die Eins und in allen 
andern die Null erscheinen. Da jedes Glied der Determinante, 
ausgenommen das Produkt aus den Elementen der Haupt- 
diagonale, zwei Faktoren Null enthält, so reduziert sich das 
Differential der Determinante auf das dieses Produktes, d. h. 
auf die Summe der Differentiale dieser Elemente. Dies ergibt 
die Gleichung 

d d(p,,...qn) _ dp, , ^.^n , dqt , d in 



dt Ö(jt>/',...g„-) dp,"'-' ' dpn" ' dq,''"' • dqr!' 

Da nun t = t'\ so können die doppelten Akzente auf der 
rechten Seite dieser Gleichung offenbar weggelassen werden. 
Dies ergibt vermöge der Relationen von der Form (16) 

d d(pi,.,.qn) ^ Q 

dt dip,'\...pn'') ' 

was in (34) eingesetzt, weiter ergibt 

d djpi,... q„) __ Q 

dt d(pi',.,.qn) 

Die Determinante in dieser Gleichung ist somit eine Konstante, 
deren Wert für den Augenblick t = t' bestimmt werden kann, 
wo er offenbar Eins ist Die Gleichung (33) ist also bewiesen. 
Bezeichnen wir mit a,,..h ein System von 2w willkürlichen 
Konstanten im Integral der Bewegungsgleichungen, so werdeu 
p^j qi etc. Funktionen von a,.,.h undt, und wir können eine 
Phasenausdehnung in der Form schreiben 
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Denken wir uns die Grenzen bestimmt durch Werte von 
4if,..h, so wird ein System, das anfänglich der Begrenzung 
angehört, auch weiter in der Begrenzung bleiben. Das Prinzip 
von der Erhaltung der Phasenausdehnung erfordert, daß eine 
«0 begrenzte Ausdehnung einen konstanten Wert haben muß. 
Daraus folgt, daß die Determinante unter dem Integralzeichen 
konstant sein muß, was sich schreiben läßt 

d d{p, ,... 7,) ^ 0. (36) 

dt d(o,. . .h) ^ ' 

Diese Gleichung, die als Ausdruck für das Prinzip von der 
Erhaltung der Phasenausdehnung betrachtet werden kann, läßt 
«ich direkt hei leiten aus der Identität 

^ (jPi t ' » » gl») ^ d(piy.., qn) _d(Pi% .^j. q^ 
ö(flf, ...Ä) ^{piy '»qn) d{a,,..h) 

in Verbindung mit (33). 

Da die Koordinaten und Impulse Funktionen von a,...h 
und i sind, so muß die Determinante (36) eine Funktion der- 
selben Variabelen sein, und da sie sich nicht mit der Zeit 
ändert, so muß sie eine Funktion von a, . . . ä allein sein. Wir 
haben daher 

^if ^'"f:^ = Funk, (o, . . . h). (37) 

Es sind mehr die relativen Anzahlen der Systeme innerhalb 
gegebener Grenzen als die absoluten Anzahlen, die uns besonders 
interessieren. In der Tat gelten Untersuchungen wie die vorher- 
gehenden exakt nur für relative Anzahlen, da das Wesen unserer 
Schlußweise darauf beruht, daß die Systemanzahl im kleinsten 
Raumelemente, das wir betrachten, sehr groß ist. Dies ist offen- 
bar unvereinbar mit einer endlichen Gesamtzahl der Systeme 
oder einer endlichen Phasendichte. Ist nun der Wert von J) 
unendlich groß, so können wir überhaupt nicht von einer be- 
stimmten Systemanzahl in gegebenen Grenzen sprechen, da 
"dann alle diese Zahlen unendlich sind. Aber die Verhältnisse 
-dieser unendlich großen Zahlen können völlig bestimmt sein. 
Bezeichnen wir mit iV die Gesamtzahl der Systeme und setzen 

P=-^, (38) 
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SO kann P endlich bleiben, während N und D unendlich 
werden. Das Integral 

f...fPdp,...dq^, (39) 

genommen zwischen beliebigen Grenzen, drückt dann augen- 
scheinlich das Verhältnis der Systemanzahl in diesen Grenzen 
zur Gesamtanzahl der Systeme aus. Das ist dasselbe wie die 
Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein willkürliches System der 
Gesamtheit (d. h. eines, von dem wir nur wissen, daß es zu 
der Gesamtheit gehört) innerhalb der gegebenen Grenzen liegt. 

.Das Produkt 

Pdp^...dq^ (40) 

drückt die Wahrscheinlichkeit dafür aus, daß sich ein will- 
kürliches System der Gesamtheit in einem Elemente von der 
Phasenausdehnung dp^...dq^ befindet. Wir wollen P den 
Wahrscheinlichheitslcoeffizienten der betrachteten Phase nennen. 
Seinen natürlichen Logarithmus nennen wir den WahrscheiU' 
lichkeitsexponenten der Phase und bezeichnen ihn mit dem 
Buchstaben ri. 

Setzen wir NP und Ne"^ f ür jD in Gleichung (19) ein, 
so erhalten wir 

dP\ ^(dP . ,. dP ,\ .... 

und 

Die Bedingung des statistischen Gleichgewichts kann aus- 
gedrückt werden, indem man die rechte Seite einer dieser 
'Gleichungen gleich Null setzt. 

Dieselben Substitutionen in (22) ergeben 

dP' 



. dtla 

und 

djj 



= 0, (43) 



= 0. (44) 



d t j a, . . .h 

D. h. die Werte von P und rj sind ebenso wie die von D für 
bewegte Systeme der Gesamtheit in der Zeit konstant. Unter 
diesem Gesichtspunkte kann das Prinzip, das anders aufgefaßt 
das Prinzip von der Erhaltung der Phasendichte oder von der 
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Erhaltung der Phasenausdehnung genannt worden ist, be- 
zeichnet werden als das Prinzip von der Erhaltung des Wahr- 
scheinlichkeitskoeffizienten (oder Wahrscheinlichkeitsexponenten) 
ftlr eine nach dynamischen Gesetzen sich ändernde Phase, oder 
kürzer als das Prinzip von der Erhaltung der Phasenwahrschein- 
lichkeit Es unterliegt der Einschränkung, daß die Kräfte Funk- 
tionen der Koordinaten des Systems entweder allein oder ia 
Verbindung mit der Zeit sein müssen. 

Die Anwendung dieses Prinzips ist nicht auf die Fälle be- 
schränkt, in denen förmlich und ausdrücklich auf eine Gesamt- 
heit von Systemen Bezug genommen wird. Doch kann die 
Vorstellung einer solchen Gesamtheit dazu dienen, die Wahr- 
scheinlichkeitsbegriffe zu präzisieren. In der Tat ist es bei 
Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen üblich, etwas unvollkommen 
Bekanntes aufzufassen als willkürlich herausgegriffen aus einer 
großen Anzahl vollkommen bekannter Dinge. Wenn wir es aber 
vorziehen, jede Beziehung auf eine Gesamtheit von Systemen zu 
vermeiden, so müssen wir beachten, daß die Wahrscheinlichkeit 
dafür, daß die Phase eines Systems zu einer bestimmten Zeit 
in bestimmte Grenzen fällt, gleich ist der Wahrscheinlichkeit 
dafür, daß die Phase zu irgend einer anderen Zeit in diejenigen 
Grenzen fällt, die von den entsprechenden Phasen gebildet 
werden. Denn jedes dieser beiden Ereignisse bringt das andere 
notwendig mit sich. Nämlich, schreiben wir P' für den Wahr- 
scheinlichkeitskoeffizienten der Phase ;?/... q^ zur Zeit t', und 
P" für den der Phase /^i", .•.g'„" zur Zeit t", so ist 

f...JPdq,\..dq^=^J...fP"dp,'\..dg^'\ (45) 

wo die Grenzen in beiden Fällen aus entsprechenden Phasen 
bestehen. Werden die Integrationen über unendlich kleine 
Änderungen der Impulse und Koordinaten erstreckt, so können 
wir P' und P" bei den Integrationen als konstant betrachten 
und schreiben 

P'J. . .Jdp^' . . . dq^' = P''f. . .Jdp^'\ . . dq^\ 

Nun erfordert das Prinzip von der Erhaltung der Phasenaus- 
dehnung, das (nämlich in dem zweiten oben gegebenen Be- 
weise) unabhängig von der Beziehung auf eine Gesamtheit von . 
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Systemen bewiesen wurde, daß die Werte der mehrfachen Inte- 
grale in dieser Gleichung gleich sein müssen. Dies ergibt 

P" = F. 

Im Hinblick auf eine wichtige Klasse von Fällen kann 
dieses Prinzip in der folgenden Form ausgesprochen werden. 

Wenn die Differentialgleichungen der Bewegung genau bekannt^ 
aber die Konstanten der Integralgleichungen nur unvollkommen be* 
stimmt sind, so ist der Wahrscheinlichkeitskoeffizient für eine be- 
liedige Phase und Zeit gleich dem Wahrscheinlichkeitskoeffizienten 
für die entsprechende Phase zu einer beliebigen anderen Zeit. 
Unter entsprechenden Phasen sind solche zu verstehen, welche 
fiir verschiedene Zeiten mit denselben Werten der willkürlichen 
Konstanten in den Integralgleichungen berechnet werden. 

Da die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller möglichen 
Fälle notwendig Eins ist, so ist offenbar 

alle 
J...fPdp,...dq„=l, (46) 

Phasen 

wo sich die Integration über alle Phasen erstreckt. Dies ist 
in der Tat nur eine andere Form der Gleichung 

alle 
Phasen 

die als Definition von N aufgefaßt werden kann. 

Die Werte für den Wahrscheinlichkeitskoeffizienten und 
Wahrscheinlichkeitsexponenten einer Phase sind wie der Wert der 
Phasendichte unabhängig von dem Koordinatensystem, in dem die 
Phasenverteilung einer gegebenen Gesamtheit ausgedrückt wird. 

In der Dimension ist der Wahrscheinlichkeitskoeffizient das 
Reziproke einer Phasenausdehnung, d. h. das Reziproke der w*®"* 
Potenz aus dem Produkte von Zeit und Energie. Der Wahr- 
scheinlichkeitsexponent ändert sich daher um eine additive Kon- 
stante, wenn die Einheiten von Zeit und Energie geändert werden. 
Wird die Einheit der Zeit mit c^ und die Einheit der Energie mit 
Cg multipliziert, so werden alle Wahrscheinlichkeitsexponenten die 
sich auf ein System von n Freiheitsgraden beziehen, additiv ver- 
mehrt um 

n log c^ + n log Ce . (47) 



GiBBS, Statistische Mechanik. 
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Anwendung des Prinzips von der Erhaltung der Phaeen- 
auedehnung auf die Fehiertheorie. 

Gehen wir nunmehr dazu über, das Prinzip, das wir im 
vorigen Kapitel bewiesen haben, nnd das in seinen verschie- 
denen Anwendungen und unter verschiedenen Gesichtspunkten 
betrachtet, verschieden bezeichnet wurde als die Erhaltung der 
Phasendichte, der Phasenausdehnung oder der Phasenwahr- 
scheinlichkeit, zu verbinden mit den angenäherten Beziehungen, 
deren man sich gewöhnlich in der „Fehlertheorie« bedient 

Wir nehmen an, daß die Differentialgleichungen der Be- 
wegung eines Systems genau bekannt, daß aber die Eon- 
stanten in den Integralgleichungen nur angenähert bestimmt 
seien. Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß die Impulse und 
Koordinaten zur Zeit i zwischen die Grenzen 'p( und p^ -h dp^^ 
q( und 5'j' + dq^ etc. fallen, kann offenbar ausgedrückt werden 
durch die Formel 

e'i' dp^...dq^, (48) 

wo rf (der Wahrscheinlichkeitsexponent für die betrachtete 
Phase) eine Funktion der Koordinaten, der Impulse und der 
Zeit ist. 

Qj', P^ etc. seien die Werte der Koordinaten und Impulse, 
welche dem größten Werte von f[ entsprechen, und der all- 
gemeine Wert von r{ werde nach dem Taylorschen Satze nach 
steigenden Potenzen und Produkten der Differenzen p^ — P^', 
5'j' — §j' etc. entwickelt. Dabei wollen wir annehmen, wir 
erzielten eine hinreichende Genauigkeit, ohne über die Glieder 
zweiter Ordnung in diesen Differenzen hinauszugehen. Dann 
können wir setzen 
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PhÄse zur Zeit f zwischen die Grenzen p^' und p^' + dp^", 
q^" und q^' + dq^' etc. fällt, setzen 

Ce-P"dp;\..dq;\ • (52) 

wo C denselben Wert wie in der vorhergehenden Formel, 
nämlich den konstanten Wert des maximalen Wahrscheinlich- 
keitskoeffizienten darstellt, und F" eine quadratische Funktion 
der Differenzen /?i" — P^", y^" — Q^" etc. ist, während die Phase 
Pj", Ol" etc.) diejenige ist, welche für die Zeit t der Phase 
(Pj', Qi' etc.) zur Zeit t' entspricht. 

Jetzt haben wir notwendig 
J,..fCe'^'dp^\,.dq^'=^f...JCe'^"dp^'\..dq^'^ 1, (53) 

wenn die Integration über alle möglichen Phasen erstreckt 
wird. Es wird erlaubt sein, ± oo für die Grenzen aller 
Koordinaten und Impulse zu setzen, nicht weil diese Werte 
die wahren Grenzen möglicher Phasen darstellten, sondern 
weil diiö Bestandteile der Integrale außerhalb der Grenzen 
aller möglichen Phasen praktisch den Wert Null haben. Mit 
den Grenzen ± oo ergibt unsere Gleichung 

2^ = --^ = 1 (54) 

wo f die Diskriminante ^) von P' und f" die von P" ist. Diese 
Diskriminante ist daher in der Zeit konstant und wie C eine 
absolute Invariante in bezug auf das verwendete Koordinaten- 
system. In der Dimension ist sie wie C^ der reziproke Wert 
der 2n^^ Potenz aus dem Produkt von Energie und Zeit. 

Sehen wir genau zu, in welcher Beziehung die Funktionen 
P' und P" zueinander stehen. Das Prinzip von der Erhaltung 
der Wahrscheinlichkeitskoeffizienten erfordert, daß beliebige 
Werte der Koordinaten und Impulse zur Zeit r' der Funktion P' 
denselben Wert erteilen wie die entsprechenden Koordinaten 
und Impulse zur Zeit t" der Funktion P". Demnach kann 



^) Dieser Ausdruck soll die Determinante bezeichnen, deren Ele- 
mente in der Hauptdiagonale durch die Koeffizienten der Quadrate in 
der quadratischen Form F^ und an den übrigen Stellen durch die halben 
Koeffizienten der Produkte in F' dargestellt werden. 
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JP" aus jP" abgeleitet werden, indem man für jo/,. ..g^' ihr^ 
Werte als Funktionen der p^'^^q^ einsetzt. Nun haben 
wir angenähert 



• ••■••••••••••••••*•■••••••• 



(55) 



und soweit in F" die Glieder von höherer als der zweiten 
Dimension vernachlässigt werden dürfen, können auch diese 
Gleichungen zum Zwecke der verlangten Transformation als 
genau gelten. Da vermöge der Gleichung (33) die Resultante 
dieser Gleichungen den Wert Eins hat, so wird die Diskrimi- 
nante von F" der von F' gteich sein, wie schon aus der Be- 
trachtung des Prinzips von der Erhaltung dßr Phasenwahr- 
scheinlichkeit hervorging, da dieses Prinzip in der Tat wesent- 
lich dasselbe aussagt wie die Gleichung (33). 

Zur Zeit t' haben die Phasen, die der Gleichung genügen 

F' = k, (56) 

wo k eine beliebige positive Konstante ist, den Wahrschein- 
lichkeitskoeffizienten Ce-K Zur Zeit f genügen die ent- 
sprechenden Phasen der Gleichung 

F" = k, (57) 

und haben denselben Wahrscheinlichkeitskoeffizienten. So sin^d 
auch die Phasen innerhalb der durch die eine oder die andere 
Gleichung gegebenen Grenzen entsprechende Phasen und haben 
Wahrscheinlichkeitskoeffizienten größer als Ce~^, während alle 
Phasen außerhalb dieser Grenzen kleinere Wahrscheinlichkeits- 
koeffizienten besitzen. Die Wahrscheinlichkeit, daß die Phase 
zur Zeit t' in das Innere der Begrenzung F = k fällt, ist die- 
selbe wie die Wahrscheinlichkeit, daß sie zur Zeit t" in das 
Innere der Begrenzung F" = k fällt, denn jedes dieser Ereig- 
nisse bringt das andere mit sich. Diese Wahrscheinlichkeit 
kann berechnet werden, wie folgt. Wir können die Akzente 
fortlassen, solange wir nur eine einzelne 1^eit zu betrachten 
brauchen. Bezeichnen wir die Phasenausdehnung innerhalb 
der Begrenzung F ^ k mit Uf und die Wahrscheinlichkeit, daß 
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die Phase in das Innere dieser Begrenzung fällt, mit R^ sowie 
die Phasenausdehnung innerhalb 4er Begrenzung ^ = 1 mit ü^ 
Wir haben dann durch Definition 

E/" = I . . . 1 dp^ • • • ^?„> (58) 

J'ssfc 

Ä = r. . . Cc$-^dp^ . . . ^ ?„» (59) 

U^^J...Jdp^...dq^. (60) 

Aber da F eine homogene quadratische Form der Differenzen 
ist, so haben wir identisch 

F^lc 



f...fd{p,-P,)...d{q^-Q^ 



kF = k 



= J...fk'd{p,-P,)...d(q^-Q^ 



F=l 



^k-f...fd{p,^P,)...d{q^^Q^. 

Das heißt 

r/«Ä«?7i, (61) 

und hieraus 

dU^ U^nk^-^dk. (62) 

Bei veränderlichem k ergeb/en aber die Gleichungen (58) und (59) 

FmJe + dk 

dU=^f ... Cdp^...dq^ (63) 

F = k 

und 

F^k + dk 

dR=f ... fCe-^dp^...dq^. (64) 

F=fc 

Da der Faktor Ce^^ im letzten Integral den konstanten Wert 
Ce"^ besitzt, so haben wir 

dR^ Ce-^dU=CU^ne-^k^'^dk, (65) 
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R=.^CU^\j^e'^(l + k + ^ +...+ -J^) + const. (66) 



Die Ldtegrationskonstante bestimmen wir durch die Bedingung, 
daß B mit k verschwindet. Dies ergibt 

E==CV,\n-CU,\ne-^^l + k + ^+...+ ^^y (67) 

Den Wert der Konstanten ü^ können wir durch die Bedingung 
bestimmen, daß Ä = 1 für ä = oo. Dies ergibt CU^\n== 1, 

^ = l-^-*(l + Ä + Y... + |^), (68) 

^=^- (69) 



Es ist bemerkenswert, daß die Form dieser Gleichungen 
nur abhängt von der Anzahl der Freiheitsgrade des Systems, 
aber in jeder anderen Hinsicht von ihrer dynamischen Be- 
schaffenheit unabhängig ist, nur daß die Kräfte Funktionen 
der Koordinaten allein oder in Verbindung mit der Zeit sein 
müssen. 

Schreiben wir 

für den Wert von k, der in Gleichung (68) eingesetzt Ä = |. 
ergibt, so werden die durch die Gleichung 

^=Äi=i (70) 

bestimmten Phasen die folgenden Eigenschaften haben. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß die Phase in das Innere der 
durch diese Phasen gebildeten Begrenzung fällt, ist größer als 
die Wahrscheinlichkeit, daß sie in das Innere einer anderen 
Begrenzung fällt, die eine gleiche Phasenausdehnung einschließt. 
Sie ist gleich der Wahrscheinlichkeit, daß die Phase in daa 
Äußere derselben Begrenzung fällt. 

Diese Eigenschaften sind analog denen, welche in der 
Theorie der Beobachtungsfehler bei der Bestimmung einer 
einzigen Größe den durch J ± « ausgedrückten Werten zu- 
kommen, wenn Ä der wahrscheinlichste Wert und a der „wahr 
scheinliche Fehler" ist. 
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Anwendung des Prinzips von der Erhaltung der Phasen- 
ausdehnung auf die Integration der DilTerentialgleichungen 

der Bewegung.^) 

Wir haben gesehen, daß das Prinzip von der Erhaltung 
der Phasenausdehnung ausgedrückt werden kann als eine Difife- 
rentialgleichung zwischen den Koordinaten und Impulsen und 
den willkürlichen Konstanten in den Integralgleichungen der 
Bewegung. Nun besteht die Integration der Differential- 
gleichungen der Bewegung in der Bestimmung dieser Kon- 
stanten als Funktionen der Koordinaten und Impulse sowie 
der Zeit, und die durch das Prinzip von der Erhaltung der 
Phasenausdehnung gelieferte Beziehung kann uns bei dieser 
Bestimmung Hilfe leisten. 

Es wird sich empfehlen, eine Bezeichnung zu haben, die 
zwischen den Koordinaten und Impulsen nicht unterscheidet 
Schreiben wir ^i...^2n ^^^ ^^® Koordinaten und Impulse und 
ö . . . Ä wie vorher für die willkürlichen Konstanten , so kann 
das Prinzip, das wir zu benutzen wünschen und das durch 
Gleichung (37) ausgedrückt ist, geschrieben werden 

.^^^ = Funk.(a,...;i). (71) 

Betrachten wir zunächst den Fall, in dem die Kräfte 
durch die Koordinaten allein bestimmt sind. Ob die Kräfte 
„konservativ'' sind oder nicht, ist unwesentlich. Da die Diffe- 
rentialgleichungen der Bewegung die Zeit t nicht in endlicher 



^) Siehe Boltzmann: „Zusammenhang zwischen den Sätzen über 
das Verhalten mehratomiger Gasmoleküle mit Jacobi's Prinzip des 
letzten Multiplikators. Sitzb. der Wiener Akad,, Bd. LXIII,. Abt. II., 
S. 679 (1871). 
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Form enthalten, so gewinnen wir durch Elimination von dt 
aus diesen Gleichungen 2n— 1 Gleichungen in r^, -^r^n ^^^ 
ihren Differentialen, durch deren Integration 2n— 1 willkürliche 
Konstanten eingeführt werden, die wir b,...h nennen wollen. 
Können wir diese Integrationen ausführen, so wird dann die 
übrig bleibende Konstante a bei der letzten Integration (näm- 
lich bei Integration einer d t enthaltenden Gleichung) eingeführt 
werden und in der Integralgleichung mit ^ addiert oder sub- 
trahiert erscheinen. Wir wollen sie von ^subtrahieren. Dann 
ist offenbar 

Da ferner i, . .. ä und t-^a voneinander unabhängige Funk- 
tionen von »•ij...^2n si^^d, so sind umgekehrt die letzteren 
Variabelen Funktionen der ersteren. Die Funktionaldeterminante 
in (71) ist daher eine Funktion von ä, ...A und t — a, und da 
sie sich mit t nicht ändert, so kann sie sich auch nicht mit a 
-ändern. Wir haben somit in dem betrachteten Falle, nämlich 
wenn die Kräfte Funktionen der Koordinaten allein sind, 

4|--^ = Funk.(V..Ä). (73) 

Jetzt nehmen wir an, wir hätten die örsten 2n — 1 Inte- 
grationen sämtlich bis auf eine ausgeführt, indem wir 2n —2 
willkürliche Konstanten (sagen wir c,...ä) als Funktionen von 
^i^"*^2n hestimmt hätten, so daß b sowohl als a noch zu be- 
stimmen blieben. Unsere 2w — 2 endlichen Gleichungen setzen 
uns in den Stand, alle Variabelen ^ij...^2n ^^^ ^^® Funk- 
tionen dieser Variabelen als Funktionen zweier von ihnen (sagen 
^ir Tj und r^) zu betrachten mit den willkürlichen Konstanten 
c,...Ä. Um b zu bestimmen, haben wir die folgenden Glei- 
chungen für konstante Werte von c,..,A: 

dr. = -^ da + ^-^ db, 
1 da ob ' 



und hieraus 



dr«. = -^da + -^db, 
2 da ob ' 



^p^l-db p-dr, + ^dr,. (74) 

d{a,b) da ^ * da ^ ^ ' 
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Nun ist nach der gewöhnlichen Formel fiir die Einf&hnmg: 
neuer Variabelen 

J J ö(a,...Ä) 

/f d(ri,...r,n) d(ö,...Ä) , ,, , , 

J d(a,,..h) ö(rs,...r,„) » a«' 

WO die Grenzen der vielfachen Integrale durch dieselben Phasen 
gebildet werden. Daher ist 

ö(ri,r,) ö(ri,...rj„) ö(c,...ä) 



ö(a,6) d(a,...A) ö(r,,...r,„) 



(T5> 



Mit Hilfe dieser Gleichung, welche eine Identität ist, und von 
(72) können wir (74) in der Form schreiben 

^^^'"'''''^ ^P^^^-^db = 7^, dr, - f. dr.. (76> 

Die Trennung der Variabelen ist jetzt leicht Die Diffe- 
rentialgleichungen der Bewegung ergeben t^^ und f^ als Funk- 
tionen von r^f'f^n' Die bereits gewonnenen Integralglei-^ 
chungen ergeben c,.,,h und damit die Funktionaldeterminante 
ö (c, . . . Ä) / ö (rg , . . . Tj J als Funktionen derselben Variabelen. Aber 
vermöge dieser selben Integralgleichungen können wir Funk- 
tionen von ^i,.*.^2n *^^ Funktionen von r^ und r^ mit den 
Konstanten c,..,k ansehen. Schreiben wir daher die Gleichung 
in der Form 

ö(a,...Ä) "^"" d(c,...h) "^'i ■" d(e,.,,h) ^^2' (77) 

ö (rj, . . . r,„) ö (r,, . . . r,«) 

SO können die Koeffizienten von dr^ und dr^ als bekannte 
Funktionen von r^ und rg mit den Konstanten c,...h betrachtet 
werden. Der Koeffizient von db ist wegen (73) eine Funktion 
von b,,..k. Er ist zwar keine bekannte Funktion dieser 
Größen, aber da c, ... A in der Gleichung als konstant betrachtet 
werden, so wissen wir, daß die linke Seite das Differential einer 
Funktion von b,.,.h darstellen muß, die wir mit b' bezeichnen 
können. So haben wir die Gleichung 
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'^ *' = fl(c,^'..A) '^'"i - d(e'!..k) '^'■« ' (78) 



ö(rg,...r,„) ^(rj, ...r,n) 

die durch Quadraturen integriert werden kann und b' als 
Funktion von r^,r^f,.,c,...h und so als Funktion von r^, . . . r,^ 
ergibt. 

Diese Integration liefert uns die letzte der willkürlichen 
Eonstanten, welche Funktionen der Koordinaten und Impulse 
ohne die Zeit sind. Die schließliche Integration, welche die 
übrig bleibende Konstante a einführt, ist gleichfalls eine 
Quadratur, da die zu integrierende Gleichung in der Form 
ausgedrückt werden kann 

Sehen wir jetzt von allen solchen Betrachtungen, wie sie 
hier angestellt wurden, ab und beschränken uns auf die zeit- 
lichen Änderungen, so haben wir identisch 

und Tj und f^ sind durch die Differentialgleichungen der Be- 
wegung als Funktionen von rj,...r2„ gegeben. Sobald wir 
2n — 2 Integrale gewonnen haben, können wir f^ und r^ als 
bekannte Funktionen von 7*^ und r, ansehen. Die allein übrig 
bleibende Schwierigkeit besteht in der Integration dieser 
Gleichung. Ist der Fall so einfach, daß er keine Schwierig- 
keit bietet, oder haben wir die Geschicklichkeit oder das 
Glück, zu erkennen, daß der Multiplikator 

1 

d{e,,..h— (79) 



O (/"g » • • • ^j n) 



oder irgend ein anderer die linke Seite der Gleichung zu einem 
vollständigen Differential macht, so können wir die ziemlich 
langwierigen Betrachtungen entbehren, die wir vorhin angestellt 
haben. Der Nutzen des Prinzips von der Erhaltung der 
Phasenausdehnung besteht darin, daß es einen „Multiplikator*' 
liefert, der die Gleichung integrabel macht, und den anderweitig 
zu finden schwierig oder unmöglich wäre. 

Man wird bemerken, daß die mit b' bezeichnete Funktion 
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einen speziellen Fall der mit b bezeichneten darstellt. Das 
System der willkürlichen Konstanten a^V, Cj...h benutzt ge- 
wisse Eigenschaften, die durch ihre Einfachheit bemerkenswert 
sind. Schreiben wir b' für b in (77) und vergleichen das Er*- 
gebnis mit (78), so erhalten wir 

g (ri , . . . rg n) -t (9lCW 

Daher stellt das mehrfache Integral 

. I . . . / dadb' de . . . c?Ä, (81) 

genommen zwischen Grenzen aus gleichzeitigen Phasen, die 
Phasenausdehnung innerhalb dieser Grenzen dar. 

Der Fall liegt etwas anders, wenn die Kräfte nicht durch 
die Koordinaten allein bestimmt, sondern Funktionen der Koor- 
dinaten und der Zeit sind. Alle willkürlichen Konstanten der 
Integrale müssen dann im allgemeinen Falle als Funktionen 
von »'i,...r2„ und t angesehen werden. Jetzt können wir das 
Prinzip vo^ der Erhaltung der Phasenausdehnung nicht eher 
anwenden, als bis wir 2w— 1 Integrationen ausgeführt haben« 
Nehmen wir an, es seien die Konstanten b,,.,h durch In- 
tegration als Funktionen von ^x'**'^2n ^^^ ^ bestimmt und 
es bliebe somit noch eine einzige Konstante a zu bestimmen. 
Unsere 2n — 1 endlichen Gleichungen setzen uns in den Stand, 
alle Variabelen r^y^r^^ ^^^ Funktionen einer einzigen, sagen 
wir Tg, zu betrachten. 

Für konstante Werte von b,,,^h haben wir 



dr^ = ^da + r^dt. (82) 



Nun ist 



J'"J d(a,...h) ö(r„...r..)''''"'^2-"'''^2»' 
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wo die Grenzen der Integrale aus denselben Phasen gebildet 
werden. Wir haben somit 

dri __ d(ri, . . . rgj d{b,., .h) . ,gQ\ 

da ö(a,.../z) ö(r,, . . . rj„) ' ^ ^ 

wodurch Gleichung (82) auf die Form gebracht werden kann 

ö(a,...Ä.) ^^~" d(b,...h) ^^1 d {b,,,.h) ' (84) 

Ö (f*2 } • • • ^2 n j C (/*2 j . . ■ /*3 nj 

Nun wissen wir aus (71), daß der Koeffizient von da eine 
Funktion von a,.,,h ist. Werden also ^, . . . ä in der Gleichung 
als konstant betrachtet, so ist die linke Seite das Differential 
einer Funktion von a,...//, die wir mit a bezeichnen können. 
Wir haben somit 

^^^= d{b,./.l^ '^''i' -W7^i^ '^^' (85) 

ö (rj , . . . ^2 „) ö (rj , . . . rj n) 

eine Gleichung, die durch Quadraturen integriert werden kann. 
In diesem Falle können wir sagen, daß das Prinzip von der 
Erhaltung der Phasenausdehnung den „Multiplikator" 

1 
d (b,...h) (86) 

O [1^2 j • . • ^2 »/ 

für die Gleichung 

dr^-^r^dt^^O. (87)' 

geliefert habe. 

Das System der willkürlichen Konstanten a\b,.,.h hat 
offenbar dieselben Eigenschaften, wie wir sie an dem System 
a, ^', . . . h kennen gelernt haben. 
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Ober die kanonische Pliasenverteilung, bei welcher der Wahr- 
8cheinlichl(ett8exponent eine lineare Funktion der Energie ist. 

Bichten wir jetzt unsere Aufmerksamkeit auf das statistische 
Gleichgewicht konservativer Systeme, besonders auf solche Fälle 
und Eigenschaften, welche auf die Erscheinungen der Thermo- 
dynamik Licht zu werfen versprechen. 

Die Bedingung des statistischen Gleichgewichtes kann aus- 
gedrückt werden in der Form^) 

wo P der Wahrscheinlichkeitskoeffizient oder der Quotient der 
Phasendichte durch die gesamte Anzahl der Systeme ist. Um 
dieser Bedingung zu gentigen, ist es notwendig und hinreichend, 
daß P eine Funktion der p und q (der Impulse und Koor- 
dinaten) ist, die sich bei der Bewegung eines Systems mit der 
Zeit nicht ändert. In allen Fällen, die wir jetzt betrachten, 
ist die Energie oder eine beliebige Funktion der Energie eine 

solche Funktion. 

P = Funk. (6) 

wird also der Gleichung genügen, die in der Tat identisch 
wird, wenn wir sie in der Form schreiben 

IP_ ^_dP_ d_e\ ^ Q 

ßQi dpi ö/>i dqj 



*) Siehe Gleichung (20), (41), (42) sowie den der Gleichung (20; 
folgenden Absatz. Die Zustände beliebiger äußerer Körper, welche die 
Systeme beeinflussen können, werden hier für alle Systeme als gleich 
und in der Zeit konstant angenommen. 
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Es gibt jedoch noch andere Bedingungen, denen P unter- 
i¥orfen ist, die nicht sowohl Bedingungen für statistisches 
<3-leichgewicht als Bedingungen sind^ welche implizit in der 
Definition des Wahrscheinlichkeitskoeffizienten enthalten sind, 
ob es nun ein Fall statistischen Gleichgewichtes ist oder nicht. 
Es sind dies die folgenden: daß P einwertig sein soll und für 
keine Phase negativ oder imaginär werden darf, und die durch 
'Oleichung (46) ausgedrückte Bedingung, nämlich 

aUe 

C... CPdp^...dq^^ 1. (89) 

Phasen 

Diese Bedingungen schließen 

P= 6 X const, 
^ebenso wie 

P =s const, 

Ton den zu betrachtenden Fällen aus. 
Die Verteilung 

i? = logP=-^, (90) 

oder 

^wo und \f) Konstanten sind und Q positiv, scheint den 
denkbar einfachsten Fall darzustellen, da sie die Eigenschaft 
hat, daß wenn das System aus Teilsystemen mit besonderen 
Energien besteht, die Gesetze der Phasenverteilung in den 
einzelnen Teilen von derselben Natur sind — eine Eigenschaft, 
welche die Untersuchung bedeutend vereinfacht und die Grund- 
lage außerordentlich wichtiger Beziehungen in der Thermo- 
dynamik bildet. Der Divisor (eine Größe von derselben Di- 
mension wie €) beeinträchtigt keineswegs die Einfachheit des 
Falles, sondern macht vielmehr die Verteilung unabhängig von 
•den verwendeten Einheiten. Das negative Vorzeichen von 6 
wird durch die Gleichung (89) erfordert, die auch den Wert 
^on 1// für ein beliebig gegebenes bestimmt, nämlich 

y} alle e 

e ^=:f..,fe ^dp^.,,dq^. (92) 

Phasen 
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Wenn eine Gesamtheit von Systemen in der angegebenen 
Weise in der Phase verteilt ist, d. h. wenn der Wahrscheinlich- 
keitsexponent eine lineare Funktion der Energie ist,, so wollen 
wir sagen, daß die Gesamtheit kanonisch verteilt sei, und den 
Divisor der Energie den Modul der Verteilung nennen. 

Der Bruchteil einer kanonisch verteilten Gesamtheit, der 
zwischen gegebenen Phasengrenzen liegt, wird daher dargestellt 
durch das mehrfache Integral 



/•■•/• 



yt — e 



dp^...dq^, (93) 



genommen zwischen diesen Grenzen. Dasselbe können wir 
ausdrücken, indem wir sagen, das mehrfache Integral drücke 
die Wahrscheinlichkeit aus, daß ein willkürliches System der 
Gesamtheit (d. h. eines, von dem wir nur wissen, daß es za 
der Gesamtheit gehört) zwischen die gegebenen Grenzen fällt 

Da der Wert eines mehrfachen Integrals von der Form (23) 
(das wir eine Phasenausdehnung genannt haben), begrenzt 
durch beliebig gegebene Phasen, unabhängig ist von dem 
Koordinatensysteme, in dem es berechnet wird, so muß das- 
selbe von dem mehrfachen Integral in (92) gelten, wie unmittel- 
bar einleuchtet, wenn wir dieses Integral in so kleine Teile 
zerlegen, daß der Exponentialfaktor in jedem als konstant be- 
trachtet werden kann. Der Wert von t/; ist daher unabhängig 
von dem verwendeten Koordinatensysteme. 

Offenbar könnte \fj auch definiert werden als die Energie, 
für welche der Wahrscheinlichkeitskoeffizient der Phase den 
Wert Eins hat. Da aber dieser Koeffizient die Dimension 
der reziproken 7?*®° Potenz aus dem Produkte von Energie 
und Zeit ^) hat , so ist die durch \fj dargestellte Energie 
nicht unabhängig von den Einheiten für Energie und Zeit. 
Sind aber diese Einheiten einmal gewählt, so enthält die Defi- 
nition von ip dieselbe willkürliche Konstante Wie e, so daßy 
während in jedem gegebenen Falle die numerischen Werte 
von xp und e völlig unbestimmt sind, bis der Nullpunkt der 
Energie auch für das betrachtete System festgelegt ist, die 
Differenz yj — e eine vollkommen bestimmte Energiemenge dar- 



^) Siehe erstes Kapitel, S. 17. 
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stellt^ welche von dem Nullpunkt der Energie, für den wir uns 
entscheiden mögen^ ganz unabhängig ist 

Es ist klar^ daß die kanonische Verteilung völlig bestimmt 
ist durch den Modul (betrachtet als Energiequantum) und die 
Natur des betrachteten Systems, da, wenn Gleichung (92) er- 
füllt ist, der Wert des mehrfachen Integrals (93) unabhäügig 
ist von den Einheiten und den verwendeten Koordinaten sowie 
von dem für die Energie des Systems gewählten Nullpunkte. 

Bei der Behandluug der kanonischen Verteilung werden 
wir immer annehmen, daß das mehrfache Integral in Glei- 
chung (92) einen endlichen Wert hat, da sonst der Wahr- 
scheinlichkeitskoeffizient verschwindet und das Verteilungsgesetz 
illusorisch wird. Diese Annahme wird gewisse Fälle aus- 
schließen, aber offenbar nicht solche, daß sie den Wert unserer 
Ergebnisse in bezug auf ihre thermodynamische Anwendung 
•beeinträchtigen könnte. Sie wird z. B. Fälle ausschließen, in 
denen das System oder eines seiner Teile im unbegrenzten 
Räume (oder in einem Baume, der zwar Grenzen, aber noch 
ein unendliches Volumen besitzt) verteilt ist, während seine 
Energie unter einer endlichen Grenze bleibt. Sie schließt 
auch viele Fälle aus, in denen die Energie unbegrenzt ab- 
nehmen kann, z. B. wenn das System materielle Punkte enthält, 
die eiliander anziehen umgekehrt wie die Quadrate ihrer Ent- 
fernungen. Fälle von materiellen Punkten, die einander im 
umgekehrten Verhältnisse ihrer Entfernungen anziehen, würden 
für manche Werte von ausgeschlossen, für andere aber nicht. 
Die Untersuchung solcher Punkte bleibt am besten den be- 
sonderen Fällen überlassen. Für die Zwecke einer allgemeinen 
Untersuchung genügt es, auf die in der Formel (92) implizit 
enthaltene Annahme hinzuweisen.^) 



^) Man wird bemerken, daß ähnliche Einschränkungen in der Thermo- 
dynamik vorkommen. Damit eine Gasmenge im thermodynamischen 
Gleichgewichte sein kann, ist es notwendig, daß sie eingeschlossen ist. 
Es gibt kein thermodynamisches Gleichgewicht einer (endlichen) Gas- 
menge im unbegrenzten Räume. Daß endlich zwei anziehende Teilchen 
fähig seien, beim' Übergange von einer als möglich aDgesehenen Kon- 
figuration zu einer anderen ein unendliches Arbeitsquantum zu leisten, 
ist eine Vorstellung, die, wenn auch in einer mathematischen Formel 
durchaus denkbar, unseren gewöhnlichen Auffassungen von der Materie 
ganz fremd ist. 

GiBBS, Statistische Meclianik. 3 
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Der Modul hat Eigenschaften analog denen der Tempe- 
ratur in der Thermodynamik. Das System A sei definiert als 
Individuum einer Gesamtheit von Systemen mit m Freiheits- 
graden, die in der Phase verteilt seien mit einem Wahrschein- 
lichkeitskoefdzienten 



e 



und das System B sei Individuum einer Gesamtheit von 
Systemen mit n Freiheitsgraden, die verteilt seien mit dem 
Wahrscheinlichkeitskoeffizienten 



e 



der denselben Modul besitzt, q^,-.- q^, p^, *"Pm söi®^ ^® Koor- 
dinaten und Impulse von Ä; und ^^ + i,...9^ + „, Pm + v-Pm + n 
die von B. Nun können wir die Systeme A und B ansehen 
als Bestandteile eines Systems C, das m + n Freiheitsgrade 

hat und die Koordinaten und Impulse 9'i,. • •9'^ + »»» Pv'Pm + n' 
Die Wahrscheinlichkeit, daß die Phase des so definierten 
Systems C in das Gebiet 

fällt, ist offenbar das Produkt aus den Wahrscheinlichkeiten, 
daß die Systeme A und B einzeln in die angegebenen Gebiete 
fallen, nämlich 



^'a-^'^b-'a- 'b 
e 



e ^Pl'"^Pm + n^9l'-^9n^i-n' 



(94) 



Wir können daher C betrachten als ein willkürliches System 
aus einer Gesamtheit mit dem Wahrscheinlichkeitskoeffizienten 

^ (95) 

e f 

einer Gesamtheit, die definiert werden kann als gebildet durch 
Kombination jedes Systems der ersten Gesamtheit mit jedem 
der zweiten. Aber da ba + bb die Energie des ganzen Systems 
ist, und rpA und ipB Konstanten sind, so ist der Wahrschein- 
lichkeitskoeffizient von derselben allgemeinen Form, die wir 
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ganz anders liegen, wenn Ä und £ zu Gesamtheiten mit ver- 
schiedenen Moduln, sagen . wir 0^ und 0ß, gehörten. Der 
Wahrscheinlichkeitskoeffizient von C wäre dann 

'^^~'^ + !^ (97) 



e e 

A B 



welcher einem Ausdrucke von der Form (96) auch nicht an- 
genähert proportional wäre. 

Bevor wir in der Untersuchung der Phasenverteilung, die 
wir als kanonisch bezeichnet haben, weiter fortfahren, wird es 
von Interesse sein, zuzusehen, ob die angegebenen Eigenschaften 
in bezug auf das statistische Gleichgewicht ihr eigentümlich sind, 
oder ob andere Verteilungen analoge Eigenschaften haben mögen. 

Es seien r{ und r{' die Wahrscheinlichkeitsexponenten für 
zwei unabhängige Gesamtheiten, deren jede in statistischem 
Gleichgewichte ist; dann wird rj+rf' den Exponenten für die 
Gesamtheit darstellen, die durch Kombination jedes Systems der 
ersten Gesamtheit mit jedem der zweiten gewonnen wird. Diese 
dritte Gesamtheit wird natürlich auch in statistischem Gleich- 
gewichte sein, und die Phasenfunktion rf + ri" wird bei der Be- 
wegung konstant bleiben. Werden jetzt dem zusammengesetzten 
System infinitesimale Kräfte hinzugefügt, so ist es, wenn r} + rf' 
oder eine davon unendlich wenig abweichende Funktion noch 
eine Bewegungskonstante ist, der Beschaffenheit der zugefügten 
Kräfte zuzuschreiben, oder, wenn ihre Wirkung nicht völlig 
bestimmt ist, den Bedingungen, denen sie unterworfen sind. 
So ist in dem bereits betrachteten Falle tj' + rj" eine Funk- 
tion der Energie des zusammengesetzten Systems, und die in- 
finitesimalen hinzugefügten Kräfte unterliegen dem Gesetze von 
der Erhaltung der Energie. 

Eine andere naturgemäße Annahme über die hinzugefügten 
Kräfte wäre die folgende: sie sollen so beschaffen sein, daß 
sie die Komponenten des Gesamtdrehmomentes des zusammen- 



Kräften unterliegen, nicht gegen die Gesamtzahl der Teilchen zu ver- 
nachlässigen ist (z. B. wenn die Körper die Form von außerordentlich 
dünnen Schichten haben), die Berührung von Körpern derselben Tem- 
peratur beträchtliche thermische Störungen hervorrufen und damit auf- 
hören, ein zuverlässiges Kennzeichen für die Gleichheit der Temperatur 
zu liefern. 
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für alle Systeme durch dasselbe Gesetz bestimmt sind, so 
werden die Funktionen (o^ + w^', cog + cj^ und (o^ + «3' Be- 
wegungskonstanten bleiben, und auch eine Funktion, die von 
€ + €' unendlich wenig verschieden ist, wird eine Bewegungs- 
konstante sein. Es würde daher nur einer unendlich kleinen 
Änderung in der Phasenverteilung der Gesamtheit der zu- 
sammengesetzten Systeme bedürfen, um daraus einen Fall 
statistischen Gleichgewichts zu machen. Diese Eigenschaften 
sind ganz analog denen kanonischer Systeme.^) 

Können ferner die Beziehungen zwischen den Kräften und 
den Koordinaten jdurch lineare Gleichungen ausgedrückt werden, 
so wird es gewisse „normale" Schwingungstypen geben, aus 
denen die wahre Bewegung zusammengesetzt gedacht werden 
kann, und die gesamte Energie kann in Teile zerlegt werden, 
die sich einzeln auf die Schwingungen dieser verschiedenen 
Typen beziehen. Diese Teilenergien werden Bewegungskon- 
stanten sein, und wenn ein solches System verteilt ist ent- 
sprechend einem Wahrscheinlichkeitsexponenten, der eine be- 
liebige Funktion der Teilenergien ist, so wird die Gesamtheit 
in statistischem Gleichgewichte sein. t)er Exponent sei eine 
lineare Funktion der Teilenergien, nämlich 

^-|:--ft- (101) 

Nehmen wir an, wir hätten noch eine zweite Gesamtheit,' be- 
stehend aus Systemen, in denen die Kräfte lineare Funktionen 
der Koordinaten sind, und in der Phase verteilt mit einem 
Exponenten, der eine lineare Funktion der Teilenergien ist, die 
sich auf die normalen Schwingungstypen beziehen, nämlich 

4'-j;...-^- (102) 



^) Es wäre nicht zulässig, das Glied mit der Energie in den obigen 
Exponenten wegzulassen, da ohne dieses Grlied die durch Gleichung (89) 
ausgedrückte Bedingung nicht erfüllt werden kann. 

Die Betrachtung des obigen Falles von statistischem Gleichgewichte 
kann zur Grundlage für die Theorie des thermodynamischen Gleich- 
gewichtes rotierender Körper gemacht werden, — ein Gegenstand, der 
schon von Maxwell behandelt wurde in seiner Abhandlung „On Boltz- 
manns theorem on the average distribution of energy in a System of 
material points.*' Cambr. Phil. Trans., vol. XII, p. 547 (1878). 
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zurückkehren, werden wir noch andere Analogien mit thermo- 
•dynamischen Systemen bemerken, wenn wir wie in den vorher- 
gehenden Kapiteln^) annehmen, daß die potentielle Energie 
nicht nur Ton den Koordinaten yi,...y„i welche die Konfi- 
guration des Systems bestimmen, abhängen, sondern auch von 
gewissen Koordinaten a^, a^ etc. von Körpern, die wir äußere 
nennen, womit wir einfach meinen, daß sie nicht als Bestand- 
teil unseres Systems betrachtet werden, obwohl ihre Zustände 
die auf das System wirkenden Kräfte beeinflussen. Die von 
dem Systeme auf diese äußeren Körper ausgeübten Kräfte 
sollen dargestellt werden durch — d bJö a^, —dejöa^ etc., 
während —dBjdq^,.,. —dtjdq^ alle auf die Körper des Systems 
wirkenden Kräfte darstellen, d. h. sowohl die, welche von dem 
Zustande der äußeren Körper abhängen, als auch die, welche 
nur von der Konfiguration des Systems selbst abhängen. Dabei 
wird angenommen, daß «^ nur von 5'i,...$'„, Pif'Pn abhängt, 
mit anderen Worten, daß die kinetische Energie der sogenannten 
äußeren Körper keinen Bestandteil der kinetischen Energie des 
Systems bildet. Daraus folgt, daß wir schreiben können 

de _ de, ^_j^^ (104) 



obgleich eine ähnliche Gleichung nicht für Differentiationen 
nach inneren Koordinaten gelten würde. 

Wir nehmen immer an, daß diese äußeren Koordinaten 
für alle Systeme einer beliebigen Gesamtheit dieselben Werte 
haben. Im Falle einer kanonischen Verteilung, d. h. wenn der 
Wahrscheinlichkeitsexponent einer Phase eine lineare Funk- 
tion der Energie ist, ist es einleuchtend, daß die Werte der 
ilußeren Koordinaten die Verteilung beeinflussen müssen, da 
sie die Energie beeinflussen. In der Gleichung 

y, alle ^ 



= J...J^ ^dp,...dq^, (105) 



G ___ 

Phasen 



«»US welcher i/; bestimmt werden kann, sind die äußeren Koor- 
dinaten ßj, 02 ötc-^ ^6 implizite in c vorkommen, ebenso wie 
bei den angegebenen Integrationen als konstant zu betrachten. 

^) Siehe besonders erstes Kapitel, S. 2. 
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Die GleichuDg zeigt, daß yj eine Funktion dieser Eonstanten 
ist. Denken wir uns ihre Werte geändert und die Gesamtheit 
entsprechend ihren neuen Werten kanonisch yerteilt, so erhalten 
wir durch Differentiation der Gleichung die folgende 

e" ^ f— ^d^ + ^d0\= ^d0j...jee ^dp^...dq^ 



Phasen 

alle e 

de " e 



- B^^j' ' •/ TST ^ ^^Pl"'^^n 



Phasen 

alle e 



-^^öz/'-'J-ö^^ ^ dp^.,.dq^^ etc., 

Phasen 

oder indem wir mit 0e^ multiplizieren und setzen 

— —= = Am , — ä = An etc.. 

doi 1 ottj 2 

alle y _ g 



(106) 



Phasen 
aUe 



\p — e 



+ da^\...\A^e ^ dp^...dq^ 



Phasen 
alle 



V — « 



(107) 



+ da^ \ ,,, \ Ä^e ^ dp^ • • • ^^n + ^^' 

Phasen 

Nun ist der Durchschnittswert einer Größe in der be- 
trachteten Gesamtheit (den wir im allgemeinen durch einen 
horizontalen Strich über dem ursprünglichen Symbol bezeichnen 
werden) bestimmt durch die Gleichung 

aUe y _e 

ü = \ ,,, \ ue ^ dp^ ,.,d q^^. (108) 



Durch Vergleichung mit der vorhergehenden Gleichung 
erhalten wir 

d\l)='^dQ-^dQ-Ä^da^'- Ä^da^'-eiQ. (109) 
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Oder da 

^ = .; (110) 

und 

^ = ^ (111) 

ist^ auch 

dtp = fjdQ — Jj da^ — Ä^da^ — etc. (1^2) 

Da femer (111) ergibt 

dtp --de== 0dfl + fjdG, (113) 

so haben wir auch 

de ^— Odfj -- Ä^ da^ — Äda^ — etc. (114) 

Diese Gleichung ist, wenn wir Ton dem Symbol der Durch- 
schnittsbildung absehen, in der Form identisch mit der thermo- 
dynamischen Gleichung 

, d e -^ A^ d a^ + A» d Oa -{- etc. ,, - -» 

dr] = '- ^—^ — ? , (115) 

oder 

de = Tdi] — Ä^da^ — ^^^^2 "" ^^^•» (^^6) 

welche die Beziehung ausdrückt zwischen der Energie, Tem- 
peratur und Entropie eines Körpers in thermodynamischem 
Gleichgewichte und den Ej-äften, die er auf äußere Körper 
ausübt — eine Beziehung, die den mathematischen Ausdruck 
des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik für reversible 
Vorgänge darstellt Der Modul in der statistischen Gleichung 
entspricht der Temperatur in der thermodynamischen, und der 
mittlere Wahrscheinlichkeitsexponent mit umgekehrtem Vor- 
zeichen entspricht der Entropie. Aber in der thermodynamischen 
Gleichung ist die Entropie ri eine Größe, die nur durch die 
Gleichung selbst deliniert wird, und zwar unvollständig definiert 
insofern, als die Gleichung nur ihr Differential bestimmt und 
die Integrationskonstante willkürlich bleibt. Andererseits ist 
das 7] in der statistischen Gleichung vollständig definiert worden 
als der Durchschnittswert des Logarithmus aus dem Wahrschein- 
lichkeitskoeffizienten der Phase, genommen für eine kanonische 
Gesamtheit von Systemen. 
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Ebenso können wir auch Gleichung (112) vergleichen mit 
der thermodynamischen Gleichung 

dyj = ^ fjdT — A^ da^ — A^ da^ — etc., (11''^^ 

wo \p die Funktion darstellt, die durch Subtraktion des Produk-^ 
aus Temperatur und Entropie von der Energie erhalten wir^A- 

Wie weit oder in welchem Sinne die Ähnlichkeit die^ ^^ 
Gleichungen einen Beweis der thermodynamischen Gleichung^^=^B 
darstellt oder Aufschlüsse gibt über das Verhalten materiell^^i^ 
Systeme, wie sie in den Theoremen der Thermodynamik b -^- 
handelt werden, ist eine Frage, deren Beantwortung w^r 
zurückstellen wollen, bis wir weitere Untersuchungen angesteL Jt 
haben über die Eigenschaften einer Gesamtheit von Systeme:»:^, 
deren Phasenverteilung dem betrachteten Gesetze folgt. Di^ 
Analogien, die wir festgestellt haben, werden wenigstens eiiB. ^ 
solche Untersuchung motivieren, welche naturgemäß beginrB-'fc 
mit der Bestimmung der Durchschnittswerte in der Gesamthe"!- ^ 
für die wichtigsten Größen, die sich auf die Systeme und dL^ 
Verteilung der Gesamtheit nach den verschiedenen Werte; 
dieser Größen beziehen. 
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Durchschnittswerte in einer Icanonischen Gesamtheit von 

Systemen. 

In dem einfachsten aber wichtigsten Falle, wo das System- 
aus materiellen Punkten besteht, haben wir bei Benutzung 
rechtwinkliger Koordinaten für das Produkt der Differentiale 
der Koordinaten zu setzen 

dx^ dy^ d z^ . , .dxy di/y d Zy, 

und für das Produkt der Differentiale der Impulse 
TWj f/i-j w?j dy^ m^ dz^ ,,,my dxy rriy dyy m^dZy, 

Das Produkt dieser Ausdrücke, das ein Element der 
Phasenausdehnung darstellt, läßt sich kurz schreiben 

und das Integral 

\.,,\e ^ m^dx^.,,mydZydx\,,,dZy (118) 

gibt die Wahrscheinlichkeit an, daß ein aus einer kanonisch ver- 
teilten Gesamtheit willkürlich herausgegriffenes System zwischen 
beliebig gegebene Phasengrenzen fällt. 
In diesem Falle ist 

« = «7 + i'^i^'i^--- + i'^»'iv^ (119) 

und 

y) — e yj — Fq wJ|X|* niy Zy* 



e e 26 20 



e ^ =.e ^ e ^" ...e ^" . (120) 

Die potentielle Energie e^ ist unabhängig von den Ge- 
schwindigkeiten, und wenn die Integrationsgrenzen für die Koor- 
dinaten unabhängig von den Geschwindigkeiten sind und die 
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Grenzen der verschiedenen Geschwindigkeiten untereinander 
sowohl als von den Koordinaten unabhängig sind, so zerfällt 
das mehrfache Integral in das Produkt der Integrale 

tp — eg »»1 Xi* rOy Zy' 

/...je dx^,,»dZy\e m^dx^,,Ae m^dZy. [12\) 

Hieraus geht hervor, daß die Wahrscheinlichkeit dafür, daß 
die Konfiguration zwischen gegebenen Grenzen liegt, unabhängig 
ist von der Geschwindigkeit, und daß die Wahrscheinlichkeit, 
daß irgend eine Geschwindigkeitskomponente zwischen ge- 
gebenen Grenzen liegt, unabhängig ist von den anderen Ge- 
schwindigkeitskomponenten und von der Konfiguration. 

Da 



+ « T»,i,« 



{ e 2ö ^^ dx^ = y27r7Wj0, (122) 



und 



— CO 



+ «> OTlXi« 



{ \m^x^^e 2(9 m^dx^^^\nm^Q^, (123) 



— 00 



so ist der Durchschnittswert des von der Geschwindigkeit x^ 
herrührenden Bestandteiles der kinetischen Energie, der durch 
den Quotienten dieser beiden Integrale ausgedrückt wird, 
gleich \Q. Dies gilt, ob der Durchschnitt für die ganze Ge- 
samtheit genommen wird oder für irgend eine besondere Kon- 
figuration, ob er ohne Rücksicht auf die anderen Q"eschwindig- 
keitskomponenten genommen wird, oder ob nur solche Systeme 
betrachtet werden, in denen die anderen bestimmte Werte 
haben oder zwischen bestimmten Grenzen liegen. 

Die Anzahl der Koordinaten ist 3 v oder w. Wir haben 
daher für den Durchschnittswert der kinetischen Energie eines 
Systems 

S = l^0 = i^0- (124) 

Dies ist gleich wahr, ob wir den Durchschnitt für die 
ganze Gesamtheit nehmen oder ihn auf eine einzelne Kon- 
figuration beschränken. 

Die Verteilung der Systeme in bezug auf ihre Geschwindig- 
keitskomponenten folgt dem „Fehlergesetze"; denn die Wahr- 
scheinlichkeit, daß der Wert irgend einer Geschwindigkeits- 
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komponente zwischen beliebig gegebenen Grenzen liegt, wird 
dargestellt durch den Wert des entsprechenden Integrals 
in (121) für diese Grenzen, dividiert durch (2 ;rm0)^, nämlich 
durch den Wert desselben Integrals für unendliche Grenzen. 
So wird die Wahrscheinlichkeit, daß der Wert von x^^ zwischen 
beliebig gegebenen Grenzen liegt, ausgedrückt durch 



[2n'&) J' 



2Ö dx^. (125) 



Der Ausdruck vereinfacht sich, wenn die Geschwindigkeit 
durch die entsprechende Energie ausgedrückt wird. Setzen wir 

SO wird die Wahrscheinliclikeit, daß s zwischen gegebenen 
Grenzen liegt, atisgedrückt durch 



]=fe-'"ds. (126) 



V 

Hier ist s das Verhältnis der Geschwindigkeitskomponente zu 
derjenigen, welche die Energie ergeben würde. Mit anderen 
Worten: s^ ist der Quotient der von der Komponente her- 
rührenden Energie durch 0. Die Verteilung in bezug auf die 
von den Geschwindigkeitskomponenten herrührenden Teilenergien 
ist demnach dieselbe für alle Geschwindigkeitskomponenten. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß die Konfiguration innerhalb 
gegebener Grenzen liegt, wird ausgedrückt durch den Wert von 

3v Xp — Sq 

M^{2nQy \. . . ^e'~^~dx^ ,,.dz^ (127) 

für diese Grenzen, wobei M das Produkt aller Massen be- 
deutet. Diese Formel entsteht aus (121) durch Substitution 
der Integralwerte, die sich auf die Geschwindigkeiten für un- 
endliche Grenzen beziehen. 

Ganz ähnliche Eesultate erhält man in dem allgemeinen 
Falle eines konservativen Systems von n Freiheitsgraden. Da b^ 
eine homogene quadratische Funktion der p ist, so kann sie 
in Teile jerlegt werden mittels der Formel 
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*, = iA|j- + i;'«4^. (128) 

wo in den Differentialquotienten ohne Änderung der Be- 
zeichnungsweise 6 für 6p geschrieben werden darf. Der Durale- 
schnittswert des ersten dieser Teile für irgend eine gegebeÄ3e^ 
Konfiguration wird aijisgedrückt durch den Quotienten 



+ 00+00 yj — e 



J...J iPi-Qp-e ® dp^...dp^ 



— 00 — 00 



+ 00 +00 yf — a 



(12- £ 



/•■■/ 

— 00 — 00 



e dp^ . . . dp^ 



Nun erhalten wir durch teilweise Integration 

+ CO y> — 8 +00 tp — e 

e ~ d e j r\ C ~Ö 



f p^i^'^dp, = ej e ^'dp,. (i3o; 



— 00 — 00 



Durch Einsetzung dieses Wertes reduziert sich der obenstehende 
Quotient auf — , und dies ist somit der Durchschnittswert von 

d a 

^Pi-^ — für die gegebene Konfiguration. Da der Wert von 

der Konfiguration unabhängig ist, so muß er auch der Durch- 
schnittswert für die ganze Gesamtheit sein, wie leicht direkt 
bewiesen werden kann. (Um den vorhergehenden Beweis direkt 
auf die ganze Gesamtheit anzuwenden, brauchen wir nur in 

den mehrfachen Integralen dp^ • • • ^y« ^^^ ^Pi • • • ^Pn ^^ 
schreiben.) Dies ergibt ^nQ für den Durchschnittswert der 
gesamten kinetischen Energie für eine gegebene Konfiguration 
oder für die ganze Gesamtheit, wie in dem Falle materieller 
Punkte bereits bewiesen worden ist. 

Die mechanische Bedeutung der verschiedenen Teile, in 
welche die kinetische Energie in der Gleichung (128) zerfällt, 
wird deutlich, wenn wir uns denken, daß durch Anwendung 
geeigneter Kräfte (verschieden von den aus b^ abgeleiteten und 
so viel größer, daß die letzteren im Vergleich mit ihnen ver- 
nachlässigt werden können) das System aus der Ruhe in den 
betrachteten Beweguugözustand gebracht würde, und zwar sa 
schnell, daß während des Vorganges die Konfiguration nicht 
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• 

merklich geändert würde, und in der Weise, daß auch die 
Verhältnisse der Geschwindigkeitskomponenten bei dem Vor- 
gange konstant blieben. Ist nun 

das Arbeitsdifferential dieser Kräfte, so erhalten wir für die 
Zeit ihrer Wirksamkeit vermöge Gleichung (3) 

Die von der Kraft F^ geleistete Arbeit kann nun folgender- 
maßen berechnet werden: 

wo das letzte Glied unterdrückt werden kann, weil sich die 
Konfiguration während der Wirksamkeit der E^räfte nicht merk- 
hch ändert. (Man wird bemerken, daß die anderen Glieder 
Faktoren enthalten, welche zunehmen, wenn die Wirkungsdauer 
der Kräfte verkleinert wird.) Wir haben also 

fF,dq,=fp,q,dt=fq,dp^ = J^fPl^Pi- (131) 

Denn da die p lineare Funktionen der q sind (mit Koeffizienten, 
welche die q enthalten), so wird die angenommene Konstanz 
der q und der Verhältnisse der q auch den Quotienten q^/p^ 
zu einer Konstanten machen. Das letzte Integral ist offenbar 
zwischen der Grenze Null und dem Werte von jOj in der ur- 
sprünglich betrachteten Phase zu erstrecken, und die Größen 
vor dem Integralzeichen sind in bezug auf diese Phase zu 
bilden. Wir haben somit 

^,''?.-iftA-iP,|^- (132) 



/ 



Das heißt: die verschiedenen Glieder, in welche die kinetische 
Energie in der Gleichung (128) zerfällt, stellen die Energie- 
mengen dar, welche dem System durch die verschiedenen Kräfte 
F^f...F^ unter den angegebenen Bedingungen zugeführt werden. 
Die folgende Umformung wird nicht nur den Wert der 
durchschnittlichen kinetischen Energie liefern, sondern wird 
auch dazu dienen, die Verteilung einer Gesamtheit in der 

GiBBS| statistische Mechanik. ^ 
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Konfiguration zu trennen Yon ihrer Verteilung in der Ge- 
schwindigkeit. 

Da 2 6^ eine homogene quadratische Funktion der p ist, 
welche negativer Werte unfähig ist, so kann sie immer (und 
auf mehr als eine Weise) als eine Summe von Quadraten 
linearer Funktionen der p dargestellt werden.^) Die Koeffi- 
zienten dieser linearen Funktionen, sowie die in der quadra- 
tischen Funktion müssen im allgemeinen Falle als Funktionen 
der q betrachtet werden. Es sei 

2 6^ = 2/1^ + V--- + ^„S (133) 

wo Wj, . . . u^ solche linearen Funktionen der /? sind. Bezeichnen 
wir mit 

Ö (tti . . . «*„) 

die Funktionaldeterminante oder die Determinante der Diffe- 
rentialquotienten von der Form ö/?/ö?/, so können wir 

d(Ui, . ,Un) ^ ** 

für 

dp^.,. dp^ 

in jeder unserer Formeln unter dem mehrfachen Integral 
einsetzen. Man sieht, daß diese Determinante eine Funktion 
der q allein ist. Das Vorzeichen einer solchen Determinante 
hängt von der Keihenfolge der Variabelen im Zähler und im 
Nenner ab. Aber da die Indizes der u nur dazu dienen, diese 
Funktionen voneinander zu unterscheiden, und keine besondere 
Beziehung zwischen einem p und einem u mit demselben Index 
angenommen wird, so können wir offenbar ohne Schaden der 
Allgemeinheit die Indizes so verteilt denken, daß die Deter- 
minante positiv wird. 

Da die u lineare Funktionen der p sind, so müssen die 
Integrationen, wenn sie alle Werte der p (für konstante q) ein- 
mal und nur einmal durchlaufen sollen, auch alle Werte der 
u einmal und nur einmal durchlaufen und die Grenzen werden 



^) Die Reduktion erfordert nur die wiederholte Anwendung des 
Prozesses der „quadratischen Ergänzung", wie er bei der Auflösung 
quadratischer Gleichungen benutzt wird. 
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wieder ± co für alle u. Ohne diQ Annahme des letzten Absatzes 
wären die oberen Grenzen nicht immer + cx), wie man er- 
kennt, wenn man das Vorzeichen eines u umkehrt. Aber mit 
der gemachten Annahme (daß die Determinante immer positiv 
ist) können wir für alle m + oo zur oberen und — co zur 
unteren Grenze machen. Analoge Betrachtungen gelten, wenn 
die Integrationen nicht alle Werte der p und damit der u 
durchlaufen. Die Integrale können immer von einem kleineren 
zu einem größeren Werte von u erstreckt werden. 

Das allgemeine Integral, das den Bruchteil der Gesamt- 
heit angibt, der zwischen gegebene Phasengrenzen fällt, wird 
somit auf die Form gebracht 

S---I' ^ Ttrf:lj'~ '' du,...du„äq,...dq„. (134) 

Für den Durchschnittswert des durch ^w^^ dargestellten 
Bestandteiles der kinetischen Energie, ob der Durchschnitt nun 
für die ganze Gesamtheit oder für eine gegebene Konfiguration 
genommen wird, haben wir demnach 

+ 00 «,* 



/ 



fUj^e d Ui 



f 



— 00 



26 , 

e aui 



(2 n @)i 



2 1 + 00 Ml« ^9 ^ /Q^4- 2 ^ ^ 



und für den Durchschnitt der gesamten kinetischen Energie 
\n0 wie vorher. 

Den Bruchteil der Gesamtheit, der zwischen gegebenen 
Grenzen der Konfiguration liegt, findet man durch Integration 
von (134) nach den u zwischen — oo und + oo. Dies ergibt 
die Gleichung 

(2.0f/.../.-^|^f^^,,...^y„, (136) 

welche zeigt, daß der Wert die Funktionaldeterminante unab- 
hängig von der gewählten Darstellung ist, wie 2e^ in eine 
Summe von Quadraten zerlegt wurde. Dies können wir direkt 
nachweisen und gleichzeitig einen bequemeren Ausdruck für 
die Funktionaldeterminante erhalten, wie folgt. 

4* 
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Da die u lineare Funktionen der p sind und die p lineare 
Funktionen der q^ so müssen auch die u lineare Funktionen 
der q sein, so daß ein Diflferentialquotient der Form dujdq 
unabhängig von den q und eine Funktion der q allein sein muß. 
Schreiben wir dpjduy fiir das allgemeine Element der Funk- 
tionaldeterminante, so haben wir 



du. 



dB 



r—n 



Also 



und 



de dur 
duy d ix ~~ duy ^^ dUr d Qx 

r=i [dUydUr dq^J '^ d q. 



du, 



y 



du. 



dq^ 



(137) 



( 



d (Pi..' p «) __ d{v^.., u „) 
d{Ui.,. Un) diqi... qn) 

d(Pi ...j Pn)\'_ ( djUj^ '"'^ n)Y__ djpi ...p„) 

d{u^...Un)] \d(qi...q„)) d(qi,..qn) 



(138) 



(139) 



Diese Determinanten sind sämtlich Funktionen der q 
allein.^) Die letzte ist offenbar die Hesse sehe Determinante 
oder die Determinante aus den zweiten Differentialquotienten 
der kinetischen Energie in bezug auf g^ , . . . ^„. Wir werden 
sie mit J. bezeichnen. Die reziproke Determinante 

^ f gl . . . qn) 

diPi^^'Pn) ' 

welche die Hessesche Determinante der kinetischen Energie 
als einer Funktion der p darstellt, werden wir mit J^ bezeichnen. 
Setzen wir 



e 



+ CO +00 



-/•■•/ 

— 00 — 00 



e 



J ' dp^... dp^ 



+ 00 +00 



*■" €«1 • • • ~" 



M_ 



n 



und 



=/■■■/ 

— 00 — 00 



2e 



du^ . **dii^ = {2n 0)^ , 



(140) 



%=^- </V' 



(141) 



*) Man bemerkt, daß der Beweis von (137) sich auf die lineare Be- 
ziehung zwischen den u und q gründet, welche für die hier betrachteten 



Differentiationen 



d Ur 

dqx 



zu einer Konstanten macht. Vgl. die Note auf S. 1 1. 
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80 kann der Bruchteil (136) der Gesamtheit, welcher z wichen 
beliebig gegebenen Grenzen der Konfiguration liegt, geschrieben 
werden 

J...fe ^ A^^dq^...dq^, (142) 

'WO die Konstante i/;^ durch die Bedingung bestimmt werden 
kann, daß das über alle Konfigurationen erstreckte Integral 
den Wert Eins hat,^) 



^) In dem einfachen, aber wichtigen Falle, in welchem A^ von den 
^ unabhängig und 6g eine quadratische Funktion der q ist, kann, wenn 
"^ir mit e^ ^^n kleinsten mit den gegebenen Werten der äußeren Koor- 
<3inaten verträglichen Wert von e^ (oder von e) bezeichnen, die Definitions- 
^leichuDg für xpq geschrieben werden 

^a'"^q +00 +00 (*g~*a^ 

1 r r e — 

= A^ / * / ' ^ dqi , , , dqn» 



e 



— 00 — 00 



Sezeichnen wir mit g/, » . .qn die Werte von 5'i, . . . ^n» welche e, seinen 
kleinsten Wert geben, so ist ersichtlich 6q — Sa eine homogene quadratische 
I\inktion der Diflferenzen qi — g/ etc., und dqif,,,dq„ können als die 
IDifferentiale dieser Differenzen angesehen werden. Die Berechnung 
<lieses Integrals ist somit analytisch analog der des Integrals 



+ 00 +00 ^ 



— 00 — oy 



P 



dpi . . . dpn, 



für das wir den Wert Ap ^{2nG)^ gefunden haben. Nach derselben 
Methode oder durch Analogie erhalten wir 

a "9 



e 



As\i 



WO Ag die Hesse sehe Determinante der potentiellen Energie als Funktion 
der q ist. Man sieht leicht, daß Ag von den Kräften des Systems 
abhängt und von den Massen unabhängig ist, während A^ oder sein 
reziproker Wert Ap von den Massen abhängt und von den Kräften un- 
abhängig ist. Während jede Hesse sehe Determinante von dem ver- 
wendeten Koordinatensysteme abhängt, ist das Verhältnis Ag/A^ dasselbe 
für alle Systeme. 

Durch Multiplikation der letzten Gleichung mit (140) erhalten wir 



e 



As\i 



= (|)*(2.^« 
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AVenn eine Gesamtheit von Systemen in der durch diese 
Formel angegebenen Weise in ihrer Konfiguration verteilt ist, 
d. h. wenn ihre Eonfigurationsverteilung dieselbe ist wie die 
einer in der Phase kanonisch verteilten Gesamtheit^ so wollen 
wir ohne Rücksicht auf die Geschwindigkeit sagen, daß sie 
in der Konfiguration kanonisch verteilt sei. 

Für eine gegebene Konfiguration wird der Bruchteil der 
Systeme, welche innerhalb gegebener Geschwindigkeitsgrenzen 
liegen, dargestellt durch den Quotienten des mehrfachen In- 
tegrales 

__^ 

j "'j ^ ^ ^Pi • • • ^Pn' 
oder des gleichbedeutenden 



Für den Durchschnittswert der potentiellen Energie hahen wir 

+ 00 +00 _ *g~^o 

J • • • J («? - O e dqi..,dqn 



— QO — 00 



6q ~" 6f^ *^ 

+ 00 +00 ®ff "" *a 



l " ' j ^ dq^, . .dq^ 



— 00 — 00 



Die Berechnung dieses Ausdruckes ist ähnlich der des folgenden 



+ 00 +00 * 



j • • • I ßpC dpi . . . dpn 



— 00 — 00 



c. 



+ 00 +00 *p 



l ' " l 6 dpi . . . dpn 



— 00 —00 



«5 - ßa = IT W ö , 



welcher den Durchschnittswert der kinetischen Energie darstellt, und für 
den wir den Wert -^n S gefunden haben. Entsprechend haben wir 

l 

2 

und durch Addition der Gleichung 

erhalten wir schließlich 

B — ea = n ©• 
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— Ui^ . . . — uj^ 
* n 



genommen zwischen diesen Grenzen, dividiert durch den Wert 
desselben Integrales für die Grenzen ± cx>. Aber der Wert 
des zweiten mehrfachen Integrales für die Grenzen ± oo ist 
offenbar 

AJ (2 n ef. 
Wir erhalten somit 



yp"p 



l,,,le du^,,.du^, (143) 

oder 



Vp-^p 



f.,,fe ^ ^/dp,.,.dp^, (144) 

oder endlich 



y^p-^p 



für den Bruchteil der Systeme von gegebener Konfiguration, 
welche zwischen gegebenen Geschwindigkeitsgrenzen liegen. 

Wenn Systeme entsprechend diesen Formeln in der Ge- 
schwindigkeit verteilt sind, d. h. wenn ihre Geschwindigkeits- 
verteilung übereinstimmt mit der einer Gesamtheit, die in der 
Phase kanonisch verteilt ist, so wollen wir sagen, sie seien in 
der Geschwindigkeit kanonisch verteilt 

Der Bruchteil der ganzen Gesamtheit, der zwischen ge- 
gebene Phasengrenzen fällt, den wir vorher in der Form aus- 
gedrückt hatten 

yj — 8 

j '"j ^ dPi'"dp^dq^.,.dq^y (146) 

kann auch in der Form dargestellt werden 

xp — e 

j"'j^ ^qdqi'''dq^dq^...dq^. (147) 



Sechstes Kapitel. 

Konfigurationsausdehnung und Geschwindigkeitsausdehnung. 

Die Formeln über kanonische Gesamtheiten in den letzten 
Absätzen des vorhergehenden Kapitels geben zu gewissen all- 
gemeinen Begriffen und Prinzipien Anlaß, die wir in diesem 
Kapitel ins Auge fassen werden, und die in ihrer Anwendung 
nicht auf das kanonische Verteilungsgesetz beschränkt sind. ^) 

Im vierten Kapitel haben wir gesehen, daß der Charakter der 
Verteilung, die wir die kanonische genannt haben, von dem 
Koordinatensysteme, durch die sie definiert wird, unabhängig 
ist und vollständig durch den Modul bestimmt wird. Daraus 
folgt, daß der durch das mehrfache Integral (142) dargestellte 
Wert, nämlich der Bruchteil der Gesamtheit, welcher zwischen 
bestimmten begrenzenden Konfigurationen liegt, unabhängig 
vom Koordinatensysteme ist und durch die Konfigurationen 
zusammen mit dem Modul vollständig bestimmt wird. Nun 
stellt yj, wie wir bereits gesehen haben, einen Wert dar, 
welcher von dem Koordinatensystem, durch das er definiert wird, 
unabhängig ist. Dasselbe gilt wegen Gleichung (140) von rfj 
und somit wegen (141) von yj^. Demnach stellt der Exponen- 
tialfaktor in dem mehrfachen Integral (142) einen vom Koor- 
dinatensystem unabhängigen Wert dar. Daraus folgt, daß der 
Wert eines mehrfachen Integrals der Form 



^) Diese Begriffe und Prinzipien sind eigentlich von der Art, daß sie 
bei einer mehr logischen Anordnung des Gegenstandes im Anschluß an 
die des ersten Kapitels behandelt werden müßten, mit denen sie in enger 
Beziehung stehen. Die strengen Anforderungen logischer Anordnung 
haben wir aber der natürlichen Entwickelung des Gegenstandes geopfert 
und ganz elementare Begriffe zurückgestellt, bis sie sich bei der Unter- 
suchung der leitenden Probleme von selbst darboten. 
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f...fj^^dq,...dg„ (148) 

TOD dem Koordinatensystem, das zu seiner Berechnung ver- 
-wendet wird, unabhänging ist, wie unmittelbar einleuchtet, wenn 
^r uns das mehrfache Integral in so kleine Teile zerlegt 
denken, daß der Exponentialfaktor in jedem als konstant be- 
trachtet werden kann. 

In derselben Weise lassen die Formeln (144) und (145), 
welche die Wahrscheinlichkeit ausdrücken, daß ein System 
(innerhalb einer kanonischen Gesamtheit) von gegebener Kon- 
figuration zwischen bestimmte Geschwindigkeitsgrenzen fällt, 
erkennen, daß mehrfache Integrale der Form 

f...fj^^dp,...dp^ (149) 

oder 

j...jA^dq,...dq^, (150) 

^ie sich auf die möglichen Geschwindigkeiten bei gegebener 
Konfiguration beziehen, wenn die Grenzen aus gegebenen Ge- 
schwindigkeiten bestehen, vom Koordinatensysteme unabhängige 
Werte besitzen. 

Diese Beziehungen lassen sich leicht direkt verifizieren. 
Es wurde bereits bewiesen, daß^) 

Ö (Pi , . . . P„) ö (^1 , . . . ^„) ö fe , . . . qn) 



^0 ?!,... ?'„, Pi,'"Pn ^^d QiJ'"Qny ^i»---^« zwei Systeme 
von Koordinaten und Impulsen sind. Es folgt, daß 

J J \d(qi,-..qn)/ ö(Ö,,...Q„) ^1 ^» 

-/•■■/(Ifcg)*^«.--«- 

und 

^) Siehe Formel (29) auf S. 11. 
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J J \S(Pu-..Pn)) d{pi,...p.) ^' ^" 

-J---J[d(A,...Pn)j ia(p.,...p.)j U(ö.,-..Ä)i '"P^-'-^P" 

Das mehrfache Integral 
das auch in der Form geschrieben werden kann 

j...JA.dq^...dq^dq^...dq^, (152> 

und das, zwischen gegebenen Phasengrenzen genommen, wie 
gezeigt wurde, einen vom Koordinatensysteme unabhängigen. 
Wert hat, stellt das dar, was wir eine Fhasenausdehnung ge- 
nannt haben. ^) In gleicher Weise können wir sagen, das 
mehrfache Integral (148) stelle eine KonfigurationsaiLsdehnung^ 
dar, und die mehrfachen Integrale (149) und (150) eine Ge- 
schwindigkeitsaiLsdehnung, Wir haben den Ausdruck 

dp^.,.dp^dq^...dq^, (153) 

der gleichbedeutend ist mit 

A^dq^ ...dq^dq^.. .dq^, (154) 

ein Element der Phasenausdehnung genannt. Ebenso können wir 

A^dq^...dq^ (155) 

ein Element der Konfigurationsausdehnung und 

A^dp^...dp^ (156) 

oder, was dasselbe ist, 

A^dq^...dq^ (157). 

ein Element der Geschwindigkeitsausdehnung nennen. 



^) Siehe erstes Kapitel S. 8. 
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Eine Phasenausdehnung kann immer als ein Integral über 
eine elementare Konfigurationsausdehnung multipliziert mit einer 
Geschwindigkeitsausdehnung aufgefaßt werden. Dies erhellt aus 
den Formeln (151) und (152), welche eine Phasenausdehnung 
darstellen, wenn wir uns die auf die Geschwindigkeit bezüg- 
lichen Integrationen zuerst ausgeführt denken. 

Das Produkt der beiden Ausdrücke (149) und (150) für 
ein Element der Geschwindigkeitsausdehnung ist offenbar von 
derselben Dimension wie der Ausdruck 

nämlich wie die n^ Potenz der Energie, da jedes Produkt der 
Form p^ q^ die Dimension der Energie hat. Daher hat eine 
Geschwindigkeitsausdehnung die Dimension, der Quadratwurzel 
aus der n^^ Potenz der Energie. Weiter sehen wir aus (155) 
und (156), daß das Produkt einer Phasenausdehnung und einer 
Geschwindigkeitsausdehnung die Dimension der n^^ Potenz der 
Energie multipliziert mit der n^^ Potenz der Zeit hat. Daher 
hat eine Konfigurationsausdehnung die Dimension der n*®** 
Potenz der Zeit multipliziert mit der Quadratwurzel aus der 
^ten Potenz der Energie. 

Dem Begriffe der Konfigurationsausdehnung schließen sich 
gewisse andere Begriffe an, analog denen, die sich in Ver- 
bindung mit dem Begriffe der Phasenausdehnung dargeboten 
haben. Die Anzahl der Systeme aus einer beliebigen Gesamt- 
heit (mag sie nun kanonisch oder in anderer Weise verteilt 
sein), welche in einem Elemente der Konfigurationsausdehnung 
enthalten sind, dividiert durch die Größe dieses Elementes, soll 
die Konfigurationsdichte genannt werden. Nämlich, ist eine ge- 
wisse Konfiguration durch die Koordinaten J'i > . • • ?„ bestimmt 
und wird die Anzahl der Systeme, deren Koordinaten zwischen 
die Grenzen g^ und qi + dq^^,,.q^ und ?„ + c^y^ fallen, aus- 
gedrückt durch 

B^A^Uq,...dq^, (158) 

SO ist D^ die Konfigurationsdichte. Und setzen wir 

e'^^^, (159) 

WO N wie üblich die Gesamtanzahl der Systeme in der Gesamt- 
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heit bezeichnet, so wird die Wahrscheinlichkeit, daß ein will- 
kürliches System der Gesamtheit zwischen gegebene Kon- 
figurationsgrenzen fällt, ausgedrückt durch 

e'^A^dq^,.,dq^. (160) 

Wir können c*'« den Wahrscheinlichkeitskoeffizienten der Kon-- 
flguration und ri den Wahrscheinlichkeitsexponenten der Kon- 
figuration nennen. 

Der Bruchteil der Gesamtanzahl der Systeme, welche 
zwischen gegebene Grenzen der Konfiguration fallen, wird aus- 
gedrückt durch das mehrfache Integral 

j...je^^A^^dq,.,.dq^, (161) 

Der Wert dieses Integrals (genommen zwischen beliebig ge- 
gebenen Konfigurationen) ist daher unabhängig von dem yer- 
wendeten Koordinatensysteme. Da das gleiche von demselben 
Integrale ohne den Faktor e^^ bewiesen worden ist, so folgt, 
daß die Werte von rj^ und D^ für eine gegebene Konfiguration 
in einer gegebenen Gesamtheit von dem verwendeten Koor- 
dinatensysteme unabhängig sind. 

Der Begriff der Geschwindigkeitsausdehnung bezieht sich 
auf Systeme von derselben Konfiguration.^) Ist eine Gesamt- 
heit sowohl in der Konfiguration wie in der Geschwindigkeit 
verteilt, können wir unsere Aufmerksamkeit beschränken auf 
solche Systeme, welche zwischen gewissen infinitesimalen Kon- 
figurationsgrenzen liegen, und die Gesamtanzahl solcher Systeme 
vergleichen mit denen, welche außerdem zwischen gewissen infini- 
tesimalen Geschwindigkeitsgrenzen liegen. Die zweite dieser 

*) Einige einfachen Fälle, wie z. B. ein System materieller Punkte, 
ausgenommen, können wir die Geschwindigkeiten in einer Konfiguration 
nicht mit den Geschwindigkeiten einer anderen vergleichen und von 
ihrer Identität oder Verschiedenheit nur in einem ganz künstlichen Sinne 
sprechen. Wir können zwar sagen, wir nennen die Geschwindigkeiten 
in einer Konfiguration dieselben wie die in einer anderen, wenn die 
Größen ^i , . . . ^n in beiden Fällen dieselben Werte haben. Aber das 
hat keinen Sinn, bis das Koordinatensystem definiert ist. Wir könnten 
auch die Geschwindigkeiten in zwei Fällen identifizieren, wo die Größen 
j»! , . . . j?„ in beiden dieselben sind. Dies hätte wieder keinen Sinn un- 
abhängig von dem zugrunde gelegten Koordinatensystem. 



Konfigurationsausdelinung und Geschwindigkeitsausdehnung. 61 

Zahlen dividiert durch die erste drückt die Wahrscheinlichkeit 
aus, daß ein System, das nur soweit bestimmt ist, als es 
zwischen infinitesimale Konfigurationsgrenzen fallen soll, auch 
zwischen infinitesimale Geschwindigkeitsgrenzen fällt. Sind die 
Grenzen für die Geschwindigkeit durch die Bedingung aus- 
gedrückt, daß die Impulse zwischen die Grenzen p^ und 

Pi + ^Pi>"'Pn ^^^ Pn'^^Pn ^^^^^^ soUcu, SO ist die Ge- 
schwindigkeitsausdehnung zwischen diesen Grenzen 

und wir können die gesuchte Wahrscheinlichkeit ausdrücken 
durch 

e'^^A^dp^.,,dp^. (162) 

Dies kann als Definition von i] gelten. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß ein System, das nur soweit 
bestimmt ist, als es eine Konfiguration zwischen gewissen 
infinitesimalen Grenzen haben soll, auch zwischen gegebene 
Geschwindigkeitsgrenzen fällt, wird ausgedrückt durch das 
mehrfache Integral 

f...fe''pj^^dp,...dp^, (163) 

oder das gleichbedeutende 

f...fe''pJ.^dq,...dq^^, (164) 

genommen zwischen den gegebenen Grenzen. 

Es folgt, daß die Wahrscheinlichkeit dafür, daß unser System 
zwischen die Geschwindigkeitsgrenzen g^ und q^ + d q^, , , . q^ 
und q^ + dq^ fällt, ausgedrückt wird durch 

e'^pJ.Klq,...dq^, (165) 

Der Wert der Integrale (163), (164) ist unabhängig von dem 
verwendeten Koordinaten- und Impulssystem, wie es auch der 
Wert derselben Integrale ohne den Faktor e^p ist; also muß 
der Wert von rj^ unabl^ängig sein von dem System der Koor- 
dinaten und Impulse. Wir können e'p den H^ahrscheivUchkeits- 
koeffizienten der Geschwindigkeit und rj den W'ahrscheinlichkeits^ 
exponenten der Geschwindigkeit nennen. 
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Durch Vergleichung von (160) und (162) mit (40) er- 
halten wir 

e^e'^P^F^e'^ (166) 

oder 

% + ^/p = ^. (16T) 

Das heißt: das Produkt aus den Wahrscheinlichkeitskoeffi- 
zienten der Konfiguration und der Geschwindigkeit ist gleich 
dem Wahrscheinlichkeitskoeffizienten der Phase; die Summe 
der Wahrscheinlichkeitsexponenten für Konfiguration und Ge- 
schwindigkeit ist gleich dem Wahrscheinlichkeitsexponenten 
der Phase. 

Es ist ersichtlich, daß e^^ und e^p die Dimensionen der 
reziproken Konfigurationsausdehnung und Geschwindigkeits- 
ausdehnung haben, d. h. die Dimensionen von t-'' €-t und i-v 
wo t eine Ze'it und 6 eine Energie bezeichnet. Wird also die 
Einheit der Zeit mit c^ und die Einheit der Energie mit c^ 
multipliziert, so muß zu jedem ri^ addiert werden 

n\ogc^-\-\n\ogc,, (168) 

und zu jedem ri 

J/ilogc,.!). (169) 

Es ist noch zu beachten, daß die Größen, die wir Kon- 
figurationsausdehnung und Geschwindigkeitsausdehnung genannt 
haben, nicht, wie die Ausdrücke es mit sich zu bringen scheinen, 
rein geometrische oder kinematische Begriffe sind. Um ihren 
Charakter vollständiger auszudrücken, müßten sie beziehungs- 
weise das dynamische Maß der Konfigurationsausdehnung und das 
dynamische Maß der Geschwindigkeitsausdehnung genannt werden. 
Sie hängen von den Massen, wenn auch nicht von den Kräften 
des Systems ab. In dem einfachen Falle materieller Punkte, 
wo jeder Punkt auf einen gegebenen Kaum teil beschränkt ist, 
ist die Konfigurationsausdehnung das Produkt der Volumina, 
auf deren Inneres die verschiedenen Punkte beschränkt sind, 
(mögen sie nun gleich oder verschieden sein), multipliziert mit 
der Quadratwurzel des Kubus aus dem Produkte der Massen 
der verschiedenen Punkte. Die Geschwindigkeitsausdehnung 
für solche Systeme wird am einfachsten definiert als die Kon- 
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figurationsausdehnung der Systeme, welche sich von derselben 
Konfiguration aus in der Zeiteinheit mit den gegebenen Ge- 
schwindigkeiten bewegt haben. 

Im allgemeinen Falle stehen die Begriffe der Konfigurations- 
ausdehnung und Geschwindigkeitsausdehnung in folgendem Zu- 
sammenhang. 

Haben in einer Gesamtheit gleichartiger Systeme von n 
Freiheitsgraden alle dieselbe Konfiguration in demselben Augen- 
blicke, sind aber über eine endliche Geschwindigkeitsausdehnung 
yerteilt, so wird dieselbe Gesamtheit nach einem unendlich- 
kleinen Zeitintervalle 8 t verteilt sein über eine Konfigurations- 
ausdehnung gleich ihrer ursprünglichen Geschwindigkeitsaus- 
dehnung multipliziert • mit Sf^, 

Um diesen Satz zu beweisen, wollen wir mit 5'i', . . . q^ die 
Anfangswerte der Koordinaten bezeichnen. Die Endwerte 
«ind offenbar mit den Anfangswerten verknüpft durch die 
Oleichungen 

Nun wird die ursprüngliche Geschwindigkeitsausdehnung dar- 
gestellt durch das Integral 

f^.J^^^dq,.,.dq^, (171) 

wo die Grenzen ausgedrückt werden können durch eine Glei- 
<5hung der Form 

^(?i.---9„) = 0. (172) 

Dasselbe Integral multipliziert mit der Konstanten St^ kann 
geschrieben werden 

f...Jjid{q,St),...d{qJt), (173) 

und die Grenzen dargestellt durch 

^{qi-'9n)-n9iSt,.,.qJt):^0. (174) 

Es ist zu beachten, daß St ebenso wie J. bei den Inte- 
grationen konstant ist.) Nun ist dieses Integral identisch gleich 

f. . .fj,^d{q, - q,') ...d[q^ . . . ^ (175) 

oder dem gleichbedeutenden 
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f...Jj.^dq^...dq„, (176y 

wo die Grenzen bestimmt sind durch die Gleichung 

fi9i-9i,---9„-9:) = 0. (177) 

Aber die Systeme, welche anfänglich Geschwindigkeiten hatten, 
die der Gleichung (172) genügen, werden nach dem Intervalle 
St Konfigurationen haben, die der Gleichung (177) genügen. 
Also ist die durch das letzte Integral dargestellte Konfigurations^ 
ausdehnung dieselbe, welche zu den Systemen gehört, die ur- 
sprünglich die durch das Integral (171) dargestellte Geschwindig- 
keitsausdehnung besaßen. 

Da die Größen, die wir Phasenausdehnung, Konfigurations- 
ausdehnung und Geschwindigkeitsausdehnung genannt haben, 
unabhängig sind von dem bei ihren Definitionen zugrunde ge- 
legten Koordinatensysteme, so liegt es nahe, Definitionen zu 
suchen, welche von der Benutzung irgend welcher Koordinaten 
unabhängig sein sollen. Es wird genügen, die folgenden Defi- 
nitionen einfach aufzustellen ohne einen formalen Beweis für 
ihre Äquivalenz mit den oben gegebenen, da sie für An- 
wendungen weniger bequem sind als die auf Koordinaten- 
systeme begründeten, und da wir tatsächlich keine Gelegenheit 
haben werden, sie anzuwenden. 

Wir beginnen mit der Definition der Geschwindigkeits- 
ausdehnung. Wir können uns n unabhängige Geschwindig- 
keiten V^,.,.V^ denken, deren ein System in einer gegebenen 
Konfiguration fähig ist. Wir denken uns das System begabt 
mit einer gewissen Geschwindigkeit V^ , die sich aus Teilen von 
jeder dieser Geschwindigkeiten V^,,.,T^ zusammensetzt. Unter 
einem Teile von V^ wird eine Geschwindigkeit von derselben 
Art wie V^ verstanden, deren Größe aber zwischen Null und 
F^ liegt. Nun können wir uns von allen so definierten Ge- 
schwindigkeiten vorstellen, daß sie eine gewisse Ausdehnung 
bilden oder in einer Ausdehnung liegen, deren Maß wir suchen. 
Der Fall wird erheblich vereinfacht, wenn wir annehmen, daß 
gewisse Beziehungen zwischen den Geschwindigkeiten T^,... F^ be- 
stehen, nämlich daß die von der Zusammensetzung zweier dieser 
Geschwindigkeiten herrührende kinetische Energie die Summe 
der kinetischen Energien ist, die zu den Geschwindigkeiten 
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einzeln gehören. In diesem Falle ist die Geschwindigkeits- 
ausdehnung die Quadratwurzel aus dem Produkte der doppelten 
kinetischen Energien, die zu den n Geschwindigkeiten f^i,..,F^ 
einzeln gehören. 

Der allgemeinere Fall kann auf diesen einfacheren zurück- 
geführt werden, wie folgt. Die Geschwindigkeit F^ kann 
immer angesehen werden als zusammengesetzt aus zwei Ge- 
schwindigkeiten F^ und Fg", von denen F^' von derselben Art 
ist wie ?j (sie kann größer oder kleiner, auch von entgegen- 
gesetztem Vorzeichen sein), während F^" die Bedingung erfüllt, 
daß die zu F^ und F^" zusammen gehörende kinetische Energie 
die Summe der kinetischen Energien ist, die zu diesen Ge- 
schwindigkeiten, einzeln genommen, gehören. Und die Ge- 
schwindigkeit Fg kann angesehen werden als zusammengesetzt 
aus dreien, F^', F^', V^'\ von denen F^ von derselben Art ist 
wie F^y F^' von derselben Art wie Fg", während Fg'" die Be- 
dingungen erfüllt, daß, wenn man sie entweder mit F^ oder F^" 
kombiniert, die kinetische Energie der zusammengesetzten Ge- 
schwindigkeiten die Summe der kinetischen Energien der einzeln 
genommenen Geschwindigkeiten ist. Sind alle Geschwindig- 
keiten y^i-'^n ^^ dieser Weise zerlegt, so ist die Quadrat- 
wurzel aus dem Produkte der doppelten kinetischen Energien 
der verschiedenen Geschwindigkeiten Fj , Fg", Fg"' etc. der Wert 
der gesuchten Geschwindigkeitsausdehnung. 

Diese Methode zur Berechnung der Geschwindigkeitsaus- 
dehnung, wie wir sie jetzt entwickelt haben, ist vielleicht die ein- 
fachste und natürlichste, aber das Resultat kann in einer mehr 
symmetrischen Form ausgedrückt werden. Bezeichnen wir mit 
€j2 die kinetische Energie der Geschwindigkeiten F^ und Fg zu- 
sammen, vermindert um die kinetischen Energien, welche von den- 
selben Geschwindigkeiten, einzeln genommen, herrühren. Diese 
soll die „gegenseitige Energie" der Geschwindigkeiten F^ und Fg 
genannt werden. Die gegenseitige Energie jedes Paares aus 
den Geschwindigkeiten F^ , . . . F^ soll in derselben Weise defi- 
niert werden. Nach Analogie müßte e^^ die Energie der 
doppelten Geschwindigkeit Fj darstellen, vermindert um die 
doppelte Energie von Fj, d. h. a^^ würde die doppelte Energie 
von Fj darstellen, obgleich der Ausdruck „gegenseitige Energie" 
auf diesen Fall kaum paßt. Auf alle Fälle soll e^^ diese Be- 

GiBBS, statistische Mechanik. 5 
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deutung haben und c^g ^i® doppelte Energie von V^ darstellen 
usw. Die Quadratwurzel der Determinante 



^n\ ^«2 • • • ^nn 



stellt den Wert der Geschwindigkeitsausdehnung dar, die in der 
oben angegebenen Weise durch die Geschwindigkeiten V^,..,V^ 
bestimmt wird. 

Die Behauptungen des vorhergehenden Absatzes können 
leicht aus der Formel (157) auf Seite 58 bewiesen werden, 
nämlich durch den Ausdruck 

durch den der Begriflf eines Elementes der Geschwindigkeits- 
ausdehnung ursprünglich definiert wurde. Da J^ in diesem 
Ausdrucke die Determinante bezeichnet, deren allgemeines 
Element ist 

SO wird das Quadrat des vorhergehenden Ausdruckes die 
Determinante mit dem allgemeinen Element 

a . £ —- dq.d q. . 

Nun können wir die Geschwindigkeitsdifi'erentiale dq^, dq. selbst 
als unendlich kleine Geschwindigkeiten ansehen. Dann bedeutet 
der letzte Ausdruck die gegenseitige Energie dieser Geschwindig- 
keiten, und 

>-T^ ä qr 

d qi^ ^» 

die doppelte Energie, die zu der Geschwindigkeit dq. gehört. 
Der Fall, den wir betrachtet haben, bezieht sich auf eine 
Geschwindigkeitsausdehnung der einfachsten Form. Nicht jede 
Geschwindigkeitsausdehnung hat diese Form, aber jede kann 
angesehen werden als zusammengesetzt aus elementaren Aus- 
dehnungen dieser Form, ebenso wie jedes Volumen betrachtet 
werden kann als zusammengesetzt aus elementaren Parallel- 
epipeden. 



KonfiguratioDsausdehnung und Geschwindigkeitsausdehnung. 67 

Nachdem wir so ein Maß für die Geschwindigkeitsaus- 
dehnung festgesetzt haben, gegründet, das ist zu beachten, auf 
den dynamischen Begriff der kinetischen Energie, und ohne 
jede ausdrückliche Beziehung auf Koordinaten, können wir 
daraus ein Maß für die Konfigurationsausdehnung ableiten 
vermöge des diese Größen verknüpfenden Prinzipes, das in 
einem früheren Absätze dieses Kapitels aufgestellt wurde. 

Das Maß der Phasenausdehnung kann aus dem der Kon- 
figurationsausdehnung und der Geschwindigkeitsausdehnung 
gewonnen werden. Denn zu jeder Konfiguration in einer 
Phasenausdehnung gehört eine gewisse Geschwindigkeitsaus- 
dehnung, und das Integral über die Elemente der Konfigura- 
tionsausdehnung innerhalb einer Phasenausdehnung, jedes 
multipliziert mit seiner Geschwindigkeitsausdehnung, ist das 
Maß für die Phasenausdehnung. 



b'' 
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Weitere Diskussion von Durchschnittswerten in einer 
icanonischen Gesamtheit von Systemen. 

Indem wir auf den Fall einer kanonischen Verteilung 
zurückkommen, haben wir für den Wahrscheinlichkeitsexpo- 
nenten der Konfiguration den Ausdruck 

*?. = — P-' (178) 

wie aus einer Vergleichung der Formeln (142) und (161) hervor- 
geht. Aus (142) folgt unmittelbar, daß der in der Gesamt- 
heit genommene Durchschnittswert einer Größe w, welche von 
der Konfiguration allein abhängt, durch die Formel aus- 
gedrückt wird 

alle Wq - ^q 

Ü=j,,.jUe ^ ^4^9i'"^^n^ (l'^9) 

Konfig. 

WO die Integrationen sich über alle möglichen Konfigurationen 
erstrecken. Der Wert von yj^ wird natürlich bestimmt durch 
die Gleichung 

_ y'q aUe _ fq 

e ^ = J,..Je ~^ A^dq^....dq^^. (180) 

Konfig. 

Durch Differentiation der letzten Gleichung erhalten wir 
Resultate analog denen, die wir im vierten Kapitel gewannen 
aus der Gleichung (105), S. 41: 

H* alle £ 

e " = 1 . . . / e dp^, • • ^^n* 

Phasen 

Da die Rechnung dieselbe ist, so genügt es, die Resultate an- 
zugeben : 
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d\p^ = Tj^dO — Ä^d a^ — Ä^da^ ^ etc. , (181) 

oder, da 

%=--^, + 0% (182) 

und 

^% = d\ + %dQ + 0drj^ (183) 

ist, 

de^ = — Qdfj^ — Ä^ da^ ""^2 ^^2 ~ ®^^- (184) 

Aus dieser Gleichung geht hervor, daß die Differentialbeziehungen 
zwischen der durchschnittlichen potentiellen Energie in einer 
Gesamtheit von kanonisch verteilten Systemen, dem Verteilungs- 
modul, dem negativ genommenen durchschnittlichen Wahr- 
scheinlichkeitsexponenten der Konfiguration und den durch- 
schnittlichen, auf äußere Körper ausgeübten Kräften analog sind 
den von Clausius aufgestellten Formeln für die potentielle 
Energie eines Körpers, seine Temperatur, eine Größe, die er 
als die Disgregation bezeichnete, und die auf äußere Körper 
ausgeübten Kräfte.^) 

Für den Wahrscheinlichkeitsexponenten der Geschwindigkeit 
in dem Falle kanonischer Verteilung erhalten wir durch Ver- 
gleichung von (144) und (163) oder von (145) und (164) 

'" ;185) 



woraus folgt 






wir haben ferner (S. 48) 
und wegen (140) 






S = i^0> (187) 

i/;^=-^n01og(2;r0>. (188) 

Aus diesen Gleichungen erhalten wir durch Differentiation 

d'^Jp-=flpdQ 



186) 



189) 
190) 



und 

dl^ = — 0dfl„. 
p 'p 

Die in dieser Gleichung ausgedrückte Differentialbeziehung 

zwischen der durchschnittlichen kinetischen Energie, dem Modul 

und dem negativ genommenen durchschnittlichen Wahrschein- 



») PoGG. Ann., Bd. CXVI, S. 73, (1862); das. Bd. CXXV, S. 353, 
(1865). Siehe auch Boltzmann, Sitzb. der Wiener Akad., Bd. LXIII, 
S. 728, (1871). 
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lichkeitsexponenten der Geschwindigkeit ist identisch mit der 
von Clausius a. a. 0. gegebenen Formel für die kinetische 
Energie eines Körpers, die Temperatur und eine Größe, die 
er den „Verwandlungswert des Wärmeinhaltes" nannte. Die 
Beziehungen 

« = «g + ßj,» ^ = ?g + ?p 

stimmen gleichfalls überein mit den Clausius sehen für die 
entsprechenden Größen. 

Gleichung (112) und (181) zeigen, daß wenn xjj oder xp^ 
bekannt ist als Funktion von und a^, a^ etc., durch Diffe- 
rentiation lodere^ sowie -I^, Ä^ etc. als Funktionen derselben 
Variabelen erhalten werden. In der Tat erhalten wir 

e = ^-0fl = ^-e^-') (191) 

^ = %-&%-%-&^- (192) 

Die entsprechende Gleichung für die kinetische Energie 

6, = i/'p-0^.= V',-0^. (193) 

die in derselben Weise erhalten wird, kann auch durch die 
bekannten Relationen (186), (187) und (188) zwischen den 
Variabelen verifiziert werden. Wir haben ferner 

J. =-|^ 4^ (194) 

etc., so daß die Durchschnittswerte der äußeren Kräfte sowohl 
durch ip als durch ip ausgedrückt werden können. 

Die Durchschnittswerte der Quadrate oder höheren Potenzen 
der Energien (der totalen, potentiellen oder kinetischen) erhält 
man leicht durch wiederholte Differentiation von i//, i/;^, xp^ 
oder von e, e^, e^ nach 0. Aus Gleichung (108) erhalten wir 

alle y) — £ 

6 = I ... j €6 dPi' •• ^9n> (^^^) 

Phasen 

und durch Differentiation nach 

*) Die Differentiationen nach ß, die sich auf Änderungen bei kon- 
stanten äußeren Koordinaten beziehen, werden hier wie im Folgenden, 
soweit sie allein in Betracht kommen, als totale aufgefaßt und durch 
gerade d ausgedrückt. 



dB 
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alle iff — e 



de 

Phasen 

somit wieder wegen (108) 

de s^ — yj6 6 dtp 

Ig " ~W •" W ~de 

oder 

?^0^^+e(rp-0^). (197) 

Dies ergibt in Verbindung mit (191) 

r^ = ,^ + 0^^ = (v,-0||)''-03|^. (198) 

In genau derselben Weise erhält man aus der Gleichung 

alle ^q~^q 

Eonfig. 

die folgende 






Beschränken wir uns femer auf eine spezielle Konfiguration, 
so gewinnen wir aus der Gleichung 

alle ^pZIp 

h^f'"J^P^ ^ ^P^P\'-^Pn (201) 

Geschw. 

in derselben Weise die folgende 
die sich wegen (187) reduziert auf 



«/ = (i^' + i^)®'- (203) 

Da dieser Wert von der Konfiguration unabhängig ist, so er- 
kennen wir, daß das durchschnittliche Quadrat der kinetischen 
Energie für jede Konfiguration dasselbe ist, und daher das- 
selbe wie für die ganze Gesamtheit. Somit kann e^ als Durch- 
schnittswert gedeutet werden sowohl für eine beliebige spezielle 
Konfiguration als auch für die ganze Gesamtheit. Es ist zu 
beachten, daß der Wert dieser Größe durch den Modul und 
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die Zahl der Freiheitsgrade des Systems völlig bestimmt ist 
und im übrigen von der Natur des Systems unabhängig ist. 

Von besonderer Wichtigkeit sind die Fehler der Energien 
oder ihre Abweichungen von ihren Durchschnittswerten. Der 
Durchschnittswert dieser Fehler ist natürlich Null. Das natür- 
liche Maß solcher Fehler ist die Quadratwurzel aus ihrem 
mittleren Quadrate. Nun ist identisch 



(fi - tf = «2 - i\ (204) 

Demgemäß ist auch 

(^^^'=0'Ä = -®'Ä- (205) 

Ebenso ist 

(V^=Ö^S=-®'Ä^ (206) 

und 

(s - g'' = 0' S = - ^^' ?-|^ = * « ®'- (^o*^) 

Also wird 



(« - W = {% - V' + {^, - hr • (208) 

Gleichung (206) zeigt, daß der Wert von de^jdO niemals 
negativ sein kann und daß der Wert von d^^ip^ldO^ oder 
dfjJdQ niemals positiv sein kann. ^) 

Um eine Vorstellung von der Größenordnung dieser Werte 
zu gewinnen, können wir uns der durchschnittlichen kinetischen 
Energie als Vergleichswert bedienen, da diese Größe unab- 
hängig ist von der willkürlichen Konstanten, die in der De- 
finition der potentiellen Energie enthalten ist. Da 



*) In dem in der Note von Seite 53 behandelten Falle, wo die 
potentielle Energie eine quadratische Funktion der g, und A^ unabhängig 
von den q ist, erhalten wir für die potentielle Energie 



(«. - ~^,f = 2 "* ^'» 



und für die totale Energie 



(e- af = nG'^. 
In diesem Falle können wir auch schreiben 



(e, - 6,)» 2 






{B-B? ^ 1 
(6 - €a)* « 



:so ist 
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(e. 


-«,)' 


Sp' 


(«9 


-«,)' 


«/ 


(« 


-i)' 



2 

— j 
n 



1 ^ 
n dsp 



(209) 



(210) 



6p' /j dSp n n dsp ^ ^ 

Diese Gleichungen zeigen, daß, wenn die Anzahl der 
Freiheitsgrade der Systeme sehr groß ist, die mittleren Fehler- 
Quadrate der Energien (der totalen, potentiellen und kinetischen) 
sehr klein sind im Vergleich mit dem mittleren Quadrate der 
kinetischen Energie, außer wenn etwa der Differentialquotient 
dljdl^ von derselben Größenordnung wie n ist. Solche Werte 
von dljdl^ können nur in Intervallen (ä^" — l^) vorkommen, 
4ie von der Größenordnung von rC ^ sind, sofern es sich nicht 
um Fälle handelt, in denen l^ im allgemeinen von höherer 
Größenordnung als l^ ist. Indem wir die Betrachtung solcher 
Fälle für den Augenblick zurückstellen, wird es interessant 
sein, den Fall großer Werte von dljdl^ innerhalb enger 
Grenzen näher zu untersuchen. Nehmen wir an, daß für 6 ' 
und l^' der Wert von dljdl^^ von der Größenordnung der 
Einheit ist, daß aber zwischen diesen Werten von 6^ sehr große 
Werte des Differentialquotienten vorkommen. Dann werden 
in der Gesamtheit mit dem Modul Q" und den durchschnittlichen 
Energien i^' und l'' Werte von e^, die merklich größer als 
l^' sind, so selten sein, daß wir sie praktisch vernachlässigen 
können. In einer Gesamtheit von kleinerem Modul werden 
sie noch seltener sein. Denn differentiieren wir die Gleichung 

^q ß ' 

indem wir «^ als konstant, aber und somit i//^ als variabel 
hetrachten, so erhalten wir 



d&]e^ s de e 



also wegen (192) 



^q ~~ ^q 



drjA _ 



(213) 
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Das heißt, eine Verkleinerung des Moduls wird die Wahr- 
scheinlichkeit aller Konfigurationen vermindern, für welche die- 
potentielle Energie ihren Durchschnittswert in der Gesamtheit 
überschreitet. Ferner werden in der Gesamtheit mit dem 
Modul & und den durchschnittlichen Energien 6^' und l^ Werte 
von 6^, die merklich kleiner als 6^' sind, so selten sein, daß sie 
praktisch zu vernachlässigen sind. In einer Gesamtheit von 
größerem Modul werden sie noch kleiner sein, da vermöge 
derselben Gleichung eine Vergrößerung des Moduls die Wahr- 
scheinlichkeit der Konfigurationen vermindern wird, für welche 
die potentielle Energie kleiner ist als ihr Durchschnittswert in 
der Gesamtheit. Daher werden für Werte von zwischen 
& und 0" und von l^ zwischen l^ und l^' die Einzelwerte 
von 6^ praktisch auf das Intervall zwischen l^ und c^" be- 
schränkt sein. 

In den Fällen, die noch zu betrachten bleiben, wenn näm- 
lich dt^jdl^ sehr große Werte annimmt, die nicht auf enge 
Grenzen beschränkt sind, und wo daher die Differenzen der mitt- 
leren potentiellen Energien in Gesamtheiten von verschiedenen 
Moduln im allgemeinen sehr groß sind, verglichen mit den 
Differenzen der mittleren kinetischen Energien, werden, wie 
aus (210) hervorgeht, die Abweichungen des mittleren Quadrats 
der potentiellen Energie, wenn nicht klein im Vergleiche mit 
der mittleren kinetischen Energie, so doch im allgemeinen sehr 
klein sein im Vergleich mit den Differenzen der mittleren 
potentiellen Energie in Gesamtheiten mit mäßigen Differenzen 
der mittleren kinetischen Energie. Die Ausnahmen haben hier 
denselben Charakter wie in dem bereits behandelten Falle^ 
wo dl^jdl^ im allgemeinen nicht groß ist. 

Es folgt daraus, daß für menschliche Erfahrung und Be- 
obachtung an einer Gesamtheit, wie wir sie betrachten, oder 
an Systemen, die wir uns aus einer solchen Gesamtheit zufällig 
herausgegriffen denken können, wenn die Zahl der Freiheits- 
grade von derselben Größenordnung ist wie die Anzahl der 
Moleküle in den unserer Beobachtung und unseren Versuchen 
unterworfenen Körpern, die Größen € — «, «^ — €^> ^q^\ ^"^ 
allgemeinen verschwinden, da unsere Erfahrung nicht weit 
genug reicht, um die größeren Abweichungen von den Mittel- 
werten zu umfassen, und unsere Beobachtung nicht fein genug 
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ist, um die gewöhnlichen Abweichungen wahrzunehmen. 
Mit andern Worten, solche Systeme würden der menschlichen 
Beobachtung erscheinen wie Gesamtheiten von Systemen mit 
gleicher Energie, in denen sogar die potentielle und kinetische 
Energie (vorausgesetzt, daß es Mittel gäbe, diese Größen einzeln 
zu messen) jede für sich gleiche Werte hätten.^) Ausnahmen 
könnten eintreten, wenn für spezielle Werte des Moduls der 
Differentialquotient de^ldi einen sehr großen Wert annimmt. 
Für die menschliche Beobachtung würde der Effekt darin be- 
stehen, daß in Gesamtheiten, in denen und e^ gewisse 
kritische Werte besitzen, s^ innerhalb gewisser Grenzen, die 
Werten von und «^ in der Umgebung der kritischen ent- 
sprechen, unbestimmt bliebe. Eine solche Unbestimmtheit ent- 
spricht genau dem, was wir beim Experimentieren mit den 
Körpern, die uns die Natur bietet, beobachten können. 2) 

Um allgemeine Formeln für die Durchschnittswerte von 
Potenzen der Energien zu erhalten, können wir folgendermaßen 
verfahren. Ist h eine beliebige positive ganze Zahl, so haben 
wir identisch 

alle e alle e 

Phasen Phasen 

d. h. wegen (108) 

V'e'^ = 0'^\^e~^)^ (215) 

Also 



^) Hieraus folgt auch, daß die kinetische und potentielle Energie 
der Eiuzelsjsteme jede für sich in der Zeit merklich konstant bleiben. 

*) Als Beispiel können wir ein System nehmen, bestehend aus 
einer Flüssigkeit in einem Zylinder unter einem schweren Stempel mit 
einem Vakuum zwischen dem Stempel und dem oben geschlossenen 
Zylinder. Der schwere Stempel ist als Bestandteil des Systems zu be- 
trachten. (Dies ist formal nötig, um der Bedingung von der Un- 
veränderlichkeit der äußeren Koordinaten zu genügen.) Es liegt auf der 
Hand, daß bei einer bestimmten Temperatur, nämlich wenn der Druck 
des gesättigten Dampfes dem Gewicht des Stempels das Gleichgewicht 
hält, eine Unbestimmtheit in den Werten der potentiellen und der totalen 
Energie als Funktionen der Temperatur eintreten wird. 
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•und 

^=*^"(0'rf^f«~^"- (217) 

Für Ä == 1 ergibt dies 

übereinstimmend mit (191). 

Aus (215) erhalten wir femer 



«*= Ie*-i+ 0*iji-l = {l + 02^^-) a"-!, (219) 

oder 

? = (e + 0^ 54-)"-^. (220) 

Aus der Identität 

slle *7 alle ^g 

J...J«,»r^j/rf9,...rfy„ = 0>^J...J«/-i/^j/rfyi...rf?„ (2 -21) 

Konfig. Eonfig. 

erhalten wir in derselben Weise 



V, V, 



und 



6_'^ 



In bezug auf die kinetische Energie gelten ähnliche Glei-* 
chungen für Durchschnittswerte, die für eine spezielle Konfig 
guration oder für die ganze Gesamtheit genommen werde«^ 
können. Da aber (187) 

n ^^ 
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d 



auf die folgende 
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7T 



Wir haben somit 



n 



6 2= P+ 1 



)J0^ 



n 



n 



n 



^/=(i + 2 i + 1 i®^- 






(226) 



(227> 



(228). 



Die Durchschnittswerte der Potenzen aus den Abweichungen 
der Energien findet man vielleicht am leichtesten folgender- 
maßen. Da 6 eine Funktion von ist und 6 eine Funktion 
der p und q, so haben wir identisch 

alle e 



^'■^'/•••/(*~*^^ ^ ^Pv-'^9n = 



Phasen 



aUe 



Pbasen 

d. h. wegen (108) 



de 



de 



e 




> (229) 



c dp^,,.,dq^^, 



^) In dem Falle der Note von S. 53 erhalten wir leicht 
w-as in Verbindung mit 
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h-^a = -^ S 



ergibt 



^^^ = (? ^ + ^'Ä) (^^^^ = f (f ^ -^ ^'M'^^' 



Also 

ferner ist 

^va.s wegen 
^«•gibt 



d 



(6-6„)^ = (g - e„ H- 6^2 -^^1 (6 - ej^-^ , 



b - Sn = n B 



d 



(e-e„y» = („ e + 6^'-:rzrl(e-fay*-^ = n\nG ■{■ ö^'-rzr) 6>^ 



^Iso wird 



de, 

^ "^ r («) 



rfÖ 
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ß2 d 



{e^efe ©1 = [«(«-äy» - A (6 -6)^-102 ^|L ^, (230) 



de 

oder da wegen (218) 






®'Ä(' -«)" + («- €)'« = «(€ - «)" - Ä(€ - 6y»-i0'-g, 



C? ; ^iT . 1 7 ZG: — i" /-\« rf 6 



(«_iy.+i = 08^(e _«)* + Ä (5 _ äy-i 0» ^ . (23n 

In genau derselben Weise erhalten wir für die potentielle 
Energie 

de. 



(5^-y.+i = 02-^(«^_ä/ + A(«^_ä/-i0^^. (23a:) 
Durch sukzessive Anwendung von (231) erhalten wir 



(6-6)^ = i>36+3(i)6)2 



(€-6)& = i?*€+ 10jÖ6i>2g 



(e-€)6 = jö^6+ 15i?€i>3€+ 10(i>2€)2+ 1 5 (i> fi)^ OtC, 

WO D die Operation Q^dfdQ bedeutet. Analoge Ausdrücfe^ 
für die potentielle Energie lassen sich aus (232) ableiten. 

Für die kinetische Energie können wir ähnliche Glö^*" 
chungen aufstellen, in denen die Durchschnittswerte beliebig 
für eine einzelne Konfiguration oder für die ganze Gesamthei'*' 
genommen werden können. Da aber nach (187) 

dlp n 

«0 reduziert sich die allgemeine Formel auf 

d 



(a^-ä/+^ = &'ie[h-\f + \nhQ\,^^l^^-^ (233) 
oder 



JB p-BpM^ _2S^ _d_ [ep - Bp)h 2h^ (ep -e^y^ 2h K-ä^y^-l ^<% 
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Da aber identisch 



{8p — 6p) - {8p — 6p) /% 

tp tp 

so ist der Wert des entsprechenden Ausdruckes für einen be- 
liebigen Index unabhängig von 0, und die Formel reduziert 
«ich auf 



K - ^p V^^ ^ 2Ä Up - äp\h ^ 2h ( ep - ep \h'l ,^^^ 



Wir haben also 



[ -Sp I " ' [ Sp ) -n^ 



ep — EpY n (^p — ^P^^ 48 . 12 



-)' = o, 



= rj + 



6p y ' V «i> ' w' w* 



} 



ir^y=l' «*«•') 



Man erkennt, daß wenn tp oder € als Funktion von 
gegeben ist, alle Durchschnittswerte der Form s^ oder(6 — «)'* 
dadurch bestimmt sind. Ebenso sind auch alle Durchschnitts- 



*) In dem Falle der vorhergehenden Fußnoten erhalten wir leicht 



and 









Für die totale Energie haben wir in diesem Falle 



'e - 6 y*+i _ Ä_ / e - 6 y Ä_ /e - n'»-l 
^6 — 6«/ w V 6 — ej n \6 — ej 






ß 



-6\ä 2 



i6 — 6n n 



= — 2 j etc. 
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werte der Form sj" oder (e^ — if bestimmt, wenn tl/^ oder «^ 
als Funktion von gegeben ist. Es ist aber 

6^ = 6 — \n0, 

Ist also eine der Größen \p, ip^y 6, l^ bekannt als Funktion 
von und ist n ebenfalls bekannt, so sind alle Durchschnitts- 
werte von einer der erwähnten Formen bestimmt als Funk- 
tionen derselben Variabelen. In jedem Falle sind alle Durch- 
schnittswerte der Form 



Bp-'Bp\h 



bekannt als Funktionen von n allein und haben denselben 
Wert, ob sie nun für die ganze Gesamtheit genommen oder 
auf eine spezielle Konfiguration beschränkt werden. 

Differentiieren wir die Gleichung 

alle xp—e 

C...Je^dp^...dq^=l (236) 



Phasen 



nach öj und multiplizieren mit 0, so erhalten wir 



(237) 



Durch weitere Dififerentiation nach a^, nach a^ und nach 
erhalten wir 



r rr ^'y/ d^e 1 /dtp de 

f. .. r[ ^> 






e "^ dp^...dq^^ = 0, (238) 



1 ( dtp d 6\ I dyj 



doi öoj \d Ol 



d öl/ \d «8 

rp— e 

e 



de 
d a^l 



e dp^...dq^^ = 0,^ 



(239) 



J "J [dai 



tp 



de 



+ 



dyj d e\ 1 1 dtp ip — e 



ip—e 

e dp^ , , ,dq 



n 



= 0. 



(240) 
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Die mehrfachen Integrale in den letzten vier Gleichungen 
stellen die Durchschnittswerte der Ausdrücke in den Klammem 
dar, die wir daher gleich Null setzen dürfen. Die erste Glei- 
chung ergibt _ 

pL^^^^A (241) 

wie schon gefunden wurde. Mit Hilfe dieser Gleichung und 
(191) erhalten wir aus den anderen Gleichungen 



(3:^T? - e (0 - 0) - e (It - 4t) ■ '^*^) 



(-i. - J.) (^. - i,) - e (. «^i- - «!# 



da^da^ da^dc^ 



= (Ml _ IAl] = (Hl _ lAi 



(243) 



1^1 ^iJ(€ «j- ^öaiö6>*"^ 30 " ^ da, ^ 

Zum Vergleich wollen wir Gleichung (205) hinzufügen, die auch 
aus (236) durch zweimalige Differentiation nach abgeleitet 
werden könnte: 

f^' 0'IS = 0;li- (244) 

Die beiden letzten Gleichungen ergeben 

{A,-Ä,){e-e)=^^{r^^\ (245) 

WO die Differentiation wieder bei konstanten äußeren Koor- 
dinaten erfolgt. 

Ist xfj oder e bekannt als Funktion von 0, a^, a^, etc., 
80 kann (e — e)^ durch Differentiation als Funktion derselben 
^ariabelen erhalten werden. Und ist ip oder Ä^ oder fj be- 
kannt als Funktion von 0, a^, etc., so erhält man {A^ — Ä^){e-'e) 
durch Differentiation. Aber {A^ — JJ^ m^^j ( j^ _ ^j (^^ _ j^j 
können nicht in gleicher Weise gefunden werden. Wir haben 
gesehen, daß («— ß)^ für sehr große Werte von n im allgemeinen 
eine verschwindende Größe ist, die wir als einen Divisor von 
ö^ auffassen können. Dasselbe gilt von {A^ — Ä^) {s — e). Es 

*) Wegen Gleichung (112). 

GiBBs, Statiatisclie Mechanik. 6 
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scheint aber nicht, daß wir dasselbe von [Ä^ — Ä^y oder 
(Jj — ^i)(^ — -^) behaupten können, da d^elda^^ sehr groß 
sein kann. Die Größen d^BJöa^^ und d^xpjda^^ gehören in 
die Klasse der sogenannten Elastizitäten, Der erstere Ausdruck 
bezeichnet eine Elastizität gemessen unter der Bedingung, daß, 
während cl^ variiert, die inneren Koordinaten ^i , • • • y„ sämt- 
lich fest bleiben. Der letztere ist eine Elastizität, gemessen 
unter der Bedingung, daß, während a^ variiert, die Gesamtheit 
kanonisch verteilt bleibt mit demselben Modul. Dies entspricht 
in der Physik einer Elastizität unter der Bedingung konstanter 
Temperatur. Es ist klar, daß der erstere Wert größer ist als 
der letztere, und er kann sogar sehr viel größer sein. 

Die Abweichungen der Kraft Ä^ von ihrem Durchschnitts- 
wert sind zum Teil den Energiediflferenzen in den Systemen 
der Gesamtheit zuzuschreiben, zum Teil auch den Differenzen 
in dem Werte der B^räfte, die in Systemen von gleicher Energie 
vorhanden sind. Bezeichnen wir mit A^^ den Durchschnitts- 
wert von A^ in den Systemen der Gesamtheit, welche alle 
dieselbe Energie haben, so wird er bestimmt durch die Gleichung 



/••/ 



e dp^...dq^ 



wo die Integrationsgrenzen in beiden mehrfachen Integralen 
zwei Werte der Energie sind, die sich unendlich wenig unter- 

scheiden, etwa 6 und 6 + ^c. Dadurch wird der Paktor e ^ 
zwischen den Integrationsgrenzen konstant und kann im Zähler 
und Nenner gehoben werden. Dann bleibt 

J J da, ^ ^247) 



J,..Jdp^,,,dq^ 



wo die Integrale wie vorher zwischen e und s + de zu nehmen 
sind. A^\g ist also unabhängig von und eine Funktion der 
Energie und der äußeren Koordinaten. 
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Nun haben wir identisch 

und hier bezeichnet A^ — ^^1^ den Überschuß der von einem 
System zur Vergrößerung von a^ ausgeübten Kraft über den 
Durchschnittswert solcher Kräfte für Systeme von derselben 
Energie. Entsprechend ist 



[Ä, - Ä,)^ = {Ä, - Ä,\,)' + 2{A,^ d,\;) {Ä,\, - Ä,) + {A,\, - Ä,)\ 



Der Durchschnittswert von {A^ — ^i\e) (-^i|e — -^i) Air Systeme 
von derselben Energie ist aber gleich Null, da ftlr solche Systeme 
der zweite Faktor konstant ist. Also ist auch der Durchschnitts- 
wert für die ganze Gesamtheit Null und 



{A, - 1,)^ = {Ä,- JilJ« + {Ä,\, - l,f. (248) 

In derselben Weise läßt sich zeigen^ daß 



{A,-A,){B-e) = {A,l-Ä,){e- i). (249) 

Offenbar gilt in Gesamtheiten, in denen die Abweichungen 
der Energie e — e unmerklich sind, dasselbe von den Größen 

Die Eigenschaften der Größen von der Form A^\e werden 
Später im zehnten Kapitel betrachtet werden, das von Gesamt- 
lieiten mit konstanter Energie handeln wird. 

Es dürfte nicht ohne Interesse sein, einige allgemeine 
E'ormeln für Durchschnittswerte in einer kanonischen Gesamt- 
heit zu betrachten, welche viele der in diesem Kapitel ge- 
Mronnenen Resultate umfassen. 

Es sei u eine beliebige Funktion der äußeren und inneren 
Koordinaten, sowie der Impulse und des Moduls. Dann haben 
"Wir durch Definition 

alle tp— e 

ü = I ,,, I ue ^ dp^ • • • ^ 5'„' (250) 

Phasen 

Dies ergibt durch Differentiation nach 

alle y}—e 



=f---f(U-w^f-'^ + im)'^''^p^---'^^'^* 



d u 

Je 

Phasen 

6* 
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oder 

du __ du u{tp — 8) ü dtp (Of\\\ 

Setzen wir in dieser Gleichung u = 1, so erhalten wir 

d yj -^ — 6 

und durch Einsetzung dieses Wertes 



du d u u e ÜB 

Je "" 'de "^ ~W W 
oder 



Ö'li - ®'f| = « 6 - fl? = (« - O) (« - e). (252) 

Differentiieren wir Gleichung (250) nach a (das eine be- 
liebige der äußeren Koordinaten darstellen soll) und schreiben 

Ä für die Kraft — ^ , so erhalten wir 

da ' 
alle ip—e 

du r C 1 du , u drv , u A ~e~ i , 

Phasen 

oder 



du du ü dyj . u A ^9^*^^^ 

T^^T^ '^e T^'^ 'W {^^^^) 

Setzen wir in dieser Gleichung m = 1 , so erhalten wir 



öt^ 



= - J. 



d a 

Nach Einsetzung dieses Wertes haben wir 



u 



du . uA üÄ 



da d a e (9 

oder 



+ -^- - -^ ' (25--^) 



-f-i _ 1 ". = uj -aÄ = (u- ©) (Ä - ~Ä). (25^*) 

da da ^ ' ^ ' ^ 

Von den durch (252) und (255) dargestellten Regeln kan ^ 
man nun wiederholte Anwendung machen, am besten vieH^" 
leicht in den speziellen Fällen. Die Gleichung (252) können w^^^ 
auch in folgender Form, schreiben 
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(6 + D){u-'ü)=^ 0, (256) 

wo D die Operation 0*ö/ö0 darstelli Hieraus folgt 



{e + J)f{u^ü)=^0, (257) 

wo h eine beliebige positive ganze Zahl bedeutet. Dabei zeigt 
sich, daß {e + jDy^, da e nicht von abhängt, nach dem 
binomischen Satze entwickelt werden kann. Oder wir können 
auch schreiben 



{e + J))u = {e + J)) ü, (258) 

und somit 



{B + Dfu=^{e + Dfü. (259) 

Aber obwohl die Operation (1 + Df in mancher Beziehung 
einfacher ist als die Operation ohne das Zeichen des Durch- 
schnitts über dem e, kann sie nicht nach dem binomischen 
Satze ausgeführt werden, da e eine Funktion von und den 
äußeren Koordinaten ist. 

Ebenso erhalten wir aus Gleichung (254) 



1 + ^) («-«) = 0' (260) 

also 

,l + -Är(«-«) = ^5 (261) 

und 



I + Ä) « = (I + ^) «' (262) 

also 



Der binomische Satz ist auf diese Operationen nicht anwendbar. 
Unterscheiden wir nun, wie üblich, die verschiedenen 
äußeren Koordinaten durch Indizes, so können wir auf den 
Ausdruck u — ü eine oder mehrere der Operationen 
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beliebig oft und in beliebiger Beihenfolge anwenden, und der 
Durchschnittswert des Resultates ist immer Null. Oder aber, 
wenn wir dieselben Operationen auf u anwenden und zuletzt 
den Durchschnittswert bilden, so wird sich dasselbe ergeben, 
wie wenn wir auf alle yorkommenden u, e, A^, A^, etc. einzeln 
das Zeichen des Durchschnitts gesetzt hätten. 

Ist u Ton den Impulsen unabhängig, so können Formeln, 
die den vorstehenden analog sind, aber 6^ statt € enthalten, 
aus Gleichung (179) hergeleitet werden. 



Achtes Kapitel. 

über einige wichtige Funl(tionen der Energie eines Systems. 

Um die Verteilung einer kanonischen Gesamtheit nach der 
^Energie genauer zu betrachten, sowie auch zu anderen Zwecken 
wird man sich mit Vorteil der folgenden Definitionen und 
Begriffe bedienen. 

Wir bezeichnen mit F die Phasenausdehnung unterhalb 
einer gewissen Grenze der Energie, die wir e nennen wollen. 
Das heißt, es sei 

V = J...fdp,,..dq^, (265) 

wo die Integration (bei konstanten Werten der äußeren Koor- 
dinaten) über alle Phasen ausgedehnt werden soll, fiir welche 
die Energie kleiner ist als die Grenze 6. Wir nehmen an, 
daß der Wert dieses Integrals nicht unendlich wird außer für 
einen unendlichen Wert der Energiegrenze. Hierdurch wird 
keine Gesamtheit von Systemen ausgeschlossen, für welche die 
kanonische Verteilung möglich ist. Hat nämlich 

e 

unbegrenzt genommen einen endlichen Wert,^) so wird der 
kleinere Wert 

e 

unterhalb einer Grenze für e genommen, wobei das s vor dem 



^) Dies ist eine notwendige Bedingung der kanonischen Verteilung^ 
Siehe viertes ELapitel S. 33. 
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Integralzeichen diese Grenze darstellt^ ebenfalls endlich sein. 
Daher wird der Wert von F, der sich davon nur durch einen 
konstanten Faktor unterscheidet, für endliches 6 ebenfalls end- 
lich sein. Er ist eine Funktion von e und den äußeren Koor- 
dinateU; und zwar eine beständig zunehmende Funktion von b, 
welche mit c unendlich wird und für den kleinstmöglichen Wert 
von € verschwindet, oder für 6 = — oo, wenn die Energie un- 
begrenzt abnehmen kann. 
Setzen wir ferner 

* = log^. (266) 

Die Phasenausdehnung zwischen zwei beliebigen Energiegrenzen, 
6' und c", wird dann durch das Integral dargestellt 



.rr 



jede. 



(267) 



Und wir können jedesmal dp^ •••^S'„ ^^ einem 2 «fachen Inte- 
gral durch B^de ersetzen, wodurch wir es auf ein einfaches 
Integral reduzieren, wenn die Grenzen durch die Energie allein 
ausgedrückt werden können und der andere Faktor unter dem 
Integralzeichen eine Funktion der Energie allein ist, oder sonst 
nur noch von Größen, die bei der Integration konstant bleiben. 
Insbesondere bemerken wir, daß die W^ahrscheinlichkeit 
dafür, daß die Energie eines willkürlichen Systems aus einer 
kanonischen Gesamtheit zwischen den Grenzen e und a" liegt, 
durch das Integral gegeben wird^) 

j e ^ de, (268) 

und daß der in der Gesamtheit genommene Durchschnittswert 
einer Größe, die sich nur mit der Energie ändert, durch die 
Gleichung^ 

ü= C ue ^ ^ de (269) 

1) Vgl. Gleichung (93). 
«) Vgl. Gleichung (108). 
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gegeben wird, wo wir uns die Konstante xfj bestimmt denken 
können durch die Gleichung^) 

e 



= J e ^ dB. (270) 



v=o 



Was die untere Grenze dieser Integrale betrifft, so ist ersicht- 
lich F = äquivalent der Bedingung, daß der Wert von e der 
Ideinste aller vorkommenden ist. 

In gleicher Weise bezeichnen wir mit F^ die Konfigura- 
tionsausdehnung unterhalb einer gewissen Grenze der poten- 
iiellen Energie, die wir s^ nennen können. Es sei also 

F^=J...fj.^dq,...dq„, (271) 

wo die Integration (bei konstanten Werten der äußeren Koor- 
dinaten) über alle Konfigurationen erstreckt werden soll, für 
welche die potentielle Energie kleiner als s^ ist. V^ ist dann 
oeine Funktion von e^ und den äußeren Koordinaten, und zwar 
eine zunehmende Funktion von s^, die (in solchen Fällen, wie 
wir sie betrachten werden) 2) für keinen endlichen Wert von e^ 
unendlich wird. Sie verschwindet für den kleinstmöglichen 
Wert von s^, oder für 6^ = — oo, falls e^ unbegrenzt abnehmen 
kann. Sie ist nicht immer eine stetige Funktion von 6^. Gibt 
«s nämlich eine endliche Konfigurationsausdehnung von kon- 
stanter potentieller Energie, so wird der entsprechende Wert 
von F^ diese Konfigurationsausdehnung nicht mit enthalten. 
Wird aber e unendlich wenig vergrößert, so muß der ent- 
sprechende Wert von F^ um diese endliche Konfigurations- 
xtusdehnung zunehmen. 
Setzen wir femer 

a>, = logj^. (272) 

Dann kann die Konfigurationsausdehnung zwischen zwei be- 
liebigen Grenzen der potentiellen Energie, e^' und 6^", dargestellt 
werden durch das Integral 



1) Vgl. Gleichung (92). 

*) Wäre Vq unendlich für endliche Werte von e^, so würde offenbar 
Auch V unendlich für endliche Werte von s. 
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e_" 



/ 



V 



.^<l 



dB, (273y 



sofern keine Unstetigkeit in dem Werte von F^ als Funktion 
von 6^ zwischen oder an diesen Grenzen stattfindet, d. h. so- 
fern keine endliche Eonfigurationsausdehnung von konstanter 
potentieller Energie zwischen oder an diesen Grenzen existiert 
Und allgemein können wir mit der erwähnten Einschränkung 

^4 ^9i'"^9n ^^ einem n fachen Integral durch e^^ds^ er- 
setzen, wodurch wir das Integral auf ein einfaches reduziere^ 
wenn die Grenzen durch die potentielle Energie ausgedrückt 
sind und der andere Faktor unter dem Integralzeichen eine 
Funktion der potentiellen Energie ist, entweder von dieser 
allein oder sonst nur noch von Größen, die bei der Integration 
konstant bleiben. 

Der Schwierigkeit, welche dadurch entsteht, daß manche 
Formeln durch Unstetigkeiten in den Werten von F^ als 
Funktion von e^ illusorisch werden, können wir oft entgehen^ 
indem wir die gegebene unstetige Funktion durch eine stetige 
Funktion ersetzen, welche der gegebenen Funktion für die 
Zwecke der verlangten Berechnungen praktisch äquivalent ist 
Es bedarf nur beliebig kleiner Änderungen der potentiellen 
Energie, um die endlichen Eonfigurationsausdehnungen von 
konstanter potentieller Energie zu beseitigen, die diese Schwierig- 
keit verursachen. 

In dem Falle einer Gesamtheit von Systemen, die in der 
Eonfiguration kanonisch verteilt sind, wird, wenn F^ eine 
stetige Funktion von c^ (innerhalb der betrachteten Grenzen) 
ist oder als solche betrachtet werden kann, die Wahrschein- 
lichkeit, daß die potentielle Energie eines willkürlichen 
Systems zwischen den Grenzen c^' und 6^" liegt, gegeben durch 
das Integral^) 

de,, (274) 



g g 



V 
wo xp^ durch die Bedingung bestimmt werden kann, daß der 
Wert des Integrals gleich Eins ist, wenn die Grenzen alle 

*) Vgl. Formel (142). 
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möglichen Werte von e^ einschließen. In demselben Falle 
wird der in der Gesamtheit genommene Durchschnittswert einer 
beliebigen Funktion der potentiellen Energie gegeben durch 
die Gleichung 



c SS 00 w —e 



U 



ue ® de^. (275) 



y,-o 



Ist F^ keine stetige Funktion von €^, so müssen wir in diesen 
Formeln d F^ statt e^^de^ schreiben. 

In gleicher Weise bezeichnen wir auch für eine gegebene 
Konfiguration mit V^ die Geschwindigkeitsausdehnung unter- 
halb einer gewissen Grenze e^ der kinetischen Energie. Es 
sei also 

F^=f...fj^^dp,...dp^, (276) 

wenn die Integration bei konstanten Werten der Koordinaten, 
der inneren sowohl wie der äußeren, über alle Werte der 
Impulse erstreckt wird, für welche die kinetische Energie 
kleiner ist als die Grenze 6^. F^ ist offenbar eine beständig: 
zunehmende Funktion von 6^, welche mit c^ gleichzeitig ver- 
schwindet und unendlich wird. Setzen wir 

so kann die Geschwindigkeitsausdehnung zwischen zwei be- 
liebigen Grenzen € ' und 6_" dargestellt werden durch da^ 
Integral 



/ 



p 



e 



e*'dt^. (278) 



P 



Und allgemein können wir in einem w fachen Integral, in dem 

die Koordinaten konstant sind, A^dp^ . . . dp^ oder A^d q^... dq^ 
durch e^p d 6^ ersetzen und das Integral dadurch auf ein ein- 
faches reduzieren, wenn die Grenzen durch die kinetische 
Energie ausgedrückt sind und der andere Faktor unter dem 
Integralzeichen entweder eine Funktion der kinetischen Energie 
allein ist, oder sonst nur noch Größen enthält, die bei der 
Integration konstant beiben. 
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Fp und 0p kann man leicht durch b^ ausdrücken. Da 
J^ eine Funktion der Koordinaten allein ist, so haben wir 
durch Definition 

Vp^J/J...fdp,...dp^, (279) 

wo die Grenzen des Integrals durch e^ gegeben sind. Das 
heißt, ist 

^p = J^{Pii'"P:), (280) 

so werden die Grenzen des Integrals für «^ = 1 gegeben durch 
die Gleichung 

F{p,,...pJ = h (281) 

und die Grenzen des Integrals für s^ = a^ durch die Gleichung 

F{p„...pJ = a\ (282) 

Aber da F eine quadratische Form darstellt, so kann diese 
Oleichung geschrieben werden 

^(f....^) = l. (283) 

Der Wert von F^ läßt sich auch auf die Form bringen 

F^ = a-jJ^J...Jd^....d^. (284) 

Nun können wir F für € = 1 aus (279) bestimmen, wo die 
Grenzen durch (281) gegeben werden, und F^ für s^ = a^ 
aus (284), indem wir die Grenzen der Gleichung (283) ent- 
nehmen. Die beiden so bestimmten Integrale sind offenbar 
identisch, und wir haben 

(rj _. = a"(n ^,, (285) 



n 



d. h. Fp ist proportional s^^. Wir können also setzen 

^, = CV. **''=JCe/"', (286) 

WO C eine Konstante ist, wenigstens für feste Werte der 
inneren Koordinaten. 

Um diese Konstante zu bestimmen, betrachten wir den 
Fall einer kanonischen Verteilung, für welche wir haben 
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00 V'„~* 



/ 



'^ ' +0p 



e ® fi?e„ = l, 



und wegen (140) 










Durch Einsetzung dieses Wertes und des Wertes von e^j^ 
aus (286) erhalten wir aus der vorletzten Gleichung 



1«/ 



00 *|> n n 



e 2 







l'^f 



CO ^p n n 

elßv\'2~j(eJ\ ,c, \'2 



- ^-^-r d\^\-{^<^ 



n 



|C^|=(2;I)^ (287) 



C = 



2» 
(2 7r)2 



r(iw + 1) 

Nachdem wir so den Wert der Konstanten C bestimmt 
haben, können wir ihn in die allgemeinen Ausdrücke (286) 
einsetzen und erhalten die folgenden, ganz allgemein gelten- 
den Formeln: 



n 



^. = t|S^' (288) 

^^^= (271)^ a7 ,^ (289) 

Man wird bemerken, daß die Werte von V^ und 0^ für 
ein gegebenes «^ unabhängig von der Konfiguration sind und 
sogar von der Natur des betrachteten Systems, außer von der 
Anzahl seiner Freiheitsgrade. 

Indem wir nun zu der kanonischen Gesamtheit zurück- 
kehren, können wir die Wahrscheinlichkeit dafür, daß die 



*) Ganz ähnliche Ausdrücke für Fg, e**, V und e* findet man in 
derselben Weise in dem in den früheren Fußnoten (siehe S. 53, 72, 77 
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kinetische Energie eines sonst willkürlichen Systems von ge- 
gebener Kon,figuration zwischen gegebene Grenzen fällt, ent- 
weder durch die rechte oder die linke Seite der folgenden 
Oleichung ausdrücken: 

/."^*"..,.4^/.-*(^f-'.(j). (290) 

Da dieser Ausdruck von den Koordinaten unabhängig ist, so 
istellt er auch die Wahrscheinlichkeit dar, daß die kinetische 
Energie eines willkürlichen Systems einer kanonischen Ge- 
samtheit zwischen die Grenzen fällt. Die Form des letzten 
Integrals zeigt auch, daß die Wahrscheinlichkeit dafiir, daß 
-der Quotient der kinetischen Energie durch den Modul zwischen 
gegebene Grenzen fällt, von dem Werte des Moduls unabhängig 
und vollständig bestimmt ist durch die Zahl der Freiheitsgrade 
des Systems und die Werte dieses Quotienten an den Grenzen. 
Der Durchschnittswert einer beliebigen Funktion der kine- 
tischen Energie entweder für die ganze Gesamtheit oder für 
irgend eine spezielle Konfiguration wird gegeben durch 



00 ^p !!l^i 



u = 



ö^r(|7*) i) 



fue %/" c/6^. 1) (291) 



und 79) behandelten Falle, wo Sg eine quadratische Funktion der q^ und J^ 
•unabhängig von den q ist. In diesem Falle haben wir 



(Jg Y(2n)H e,-ea)^ 






.\i - -"- 



7 r(w + i) 



y^ ^Aj^ i^n) (e-ej 



*_ lA4Y{2n) (6-0 

6 — 



AI r(n) 

*) Die entsprechende Gleichung für den Durchschnittswert einer 
beliebigen Funktion der potentiellen Energie ist, wenn diese eine quadra- 
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So ist z. B. 

V"= ^^Tcin^^ ^' ""^^^ m + |n>0;i) (292) 



n 






^ = i' ^enn n>2; (295) 



g^^pfr ^296) 



Ist n == 2, so ist e^p = 2inF und d ^JdB = f tir jeden Wert 



Ton 6„. 



tische Funktion der q, und Aq von den q unabhängig ist, die folgende: 

In demselben Falle wird der Durchschnittswert einer Funktion der 
totalen Energie gegeben durch die Gleichung 

w = — \ u e iß — Ba) de. 

Daher ist in^iesem Falle 

r(m + In) ^« _ . 1 



(gg - Saf = r .jT -y— <9"*, wenn w + -w > 0. 
(e - e^r = — 7m~ ^' ^®°" m + w > 0. 



— *0 TT _ .. - * 



e-»'«F,= e-*F = (9, 



d0g 1 

-7—^ = -;Fr, wenn n > 2, 
dsq S^ ' 

und 

rf(P 1 

— ; — = ^^, wenn n > 1. 

Ist ?^ = 1, so ist e^ = 2 71 und d 0lde = für jeden Wert von e. Ist 
n = 2y so gilt dasselbe von 0g. 

^) Diese G-leichung ist bereits für positive ganzzahlige Potenzen der 
kinetischen Energie bewiesen worden. Siehe S. 77. 



96 Achtes Kapitel. 

Die Definitionen von V, V^ und F^ ergeben 

r=fjdr^dv^, (297) 

WO die Integrationen alle Phasen umfassen, für welche die 
Energie kleiner als die Grenze c ist, für die der Wert von 'V 
gesucht wird. Hieraus folgt 



q 



F = fF^dF^, (29 



K, = 



und 

de 



'q = ' 



^Je^pdV^, (2»^:) 



v^ = o 



wo V^ und e^p mit V^ durch die Gleichung verknüpft sind 

6^ + €^ = const = €. (30 d>) 

Ist /i > 2, so verschwindet e^p an der oberen Grens 
d. h. für €„ = 0, und wir erhalten durch weitere Differentiati 

*« = * 



"-a.--/'"it'"'.- ('»^^ 



r, = o 



Wir können auch schreiben 



'<, = ' 



r = Jv^e*^de^, (30 



r, = o 






e^= Ce^p + ^^dB^, (30^^ 



F^ = 



etc., wenn F eine stetige Funktion von e^ ist, die mit detX^ 
Werte V^ = beginnt, oder wenn wir in der auf Seite 90 
angegebenen Weise V^ eine fingierte Kontinuität zuschreiben 
wollen, die mit dem Werte Null beginnt. 

Setzen wir in diese Gleichungen die gefundenen Werte 
von Vp und e^p ein, so erhalten wir 
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^=t|^/(«-*/''^.' (304) 









^^ = -^/(^-^/" dV^, (305) 

Tvo in den oben beschriebenen Fällen e^^di^ für d V^ eingesetzt 
werden kann. Ist daher n bekannt und ebenso V^ als Funk- 
tion von € , so können V und 6* durch Quadraturen gefunden 
werden. 

Aus diesen Gleichungen geht hervor, daß V stets eine 
beständig zunehmende Funktion von e ist, die mit dem Werte 
V =0 beginnt, selbst wenn dies flir V^ und c^ nicht der Fall 
ist. Dasselbe gilt von e^, wenn w > 2 ist, oder wenn n = 2 
ist, falls V vom Werte V^ = an mit s^ beständig zunimmL 

Die letzte Gleichung läßt sich aus der vorhergehenden 
ableiten durch Differentiation nach 6. Weitere Differentiationen 
ergeben, wenn h < ^n + 1 ist, sukzessive 

-^=fe^n=T./'f MrT-«/"'rfF. (306) 

d ef^ J dsph « r (I w 4- 1 - Ä) J ^ 3^ ? ^ ^ 

F =0 F, = 

d^ V /dt^ ist daher positiv für ä < ^w + 1. Es ist eine zu- 
nehmende Funktion von e, solange h <i\ru Kann a nicht 
unbegrenzt abnehmen, so verschwindet d^ Vfd^ für den kleinst- 
^öglichen Wert von «, wenn h <^\n. 

Für gerades n ist 



« 



n 



^=(2^)'(F^).^ = e. (307) 



d2 r 



Das heißt, F, ist dieselbe Funktion von «„ wie 

(2 71)2" dB^ 

von 6. 

Ist n groß, so sind angenäherte Formeln vorteilhafter^ 
Es wird genügen, die vorgeschlagene Methode einfach anzu* 
geben, ohne die Grenzen ihrer Anwendbarkeit oder den Grad 

GiBBS, Statistische Mechanik. 7 
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ihrer Annäherung genau zu diskutieren. Für den Wert von e^, 
der einem gegebenen a entspricht^ haben wir 

«, = « e 

e^=:^f e^p-^^^de^=^f e^p-^^üde^, (308) 

wo die Variabelen durch die Gleichung (300) verknüpft sind. 
Der Maximalwert von 0^ + 0^ wird daher bestimmt durch 
die Grleichung 



dsp dsq 



Die diesem Maximum entsprechenden Werte von e^ und g^ 
wollen wir durch Akzente hervorheben und die entsprechenden 
Werte der Funktionen von «^ und s^ in derselben Weise be- 
zeichnen. Nun haben wir nach dem Taylorschen Satze 

Genügt die Annäherung, ohne daß wir über die quadratischen 
Glieder hinausgehen, so können wir, da wegen (300) 

ist, setzen 






(', - V-»' 



c* = e*i'' + */J c"-^ " ' " " ^ ds^, (312) 

— 00 

WO zur analytischen Vereinfachung die Grenzen ±oo ge- 
nommen worden sind. Dies ist zulässig, wenn die Größe in 
den eckigen Klammern einen sehr großen negativen Wert hat, 
weil dann der Bestandteil des Integrals, der zu anderen als sehr 
kleinen Werten von 6 — « ' gehört, als verschwindend angesehen 
werden kann. 
Dies ergibt 

/ -27r 
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oder 

0= a>^' + a»; + iiog(2^)-^iog[- (^)'- (fj)']. (3i4) 

Aus dieser Gleichung in Verbindung mit (289), (300) und (309) 
können wir den zu einem gegebenen. Wert von e gehörenden 
Wert von bestimmen, wenn als Funktion von e^ be- 
kannt ist. 

Irgend zwei Systeme können wir uns zu einem dritten 

zusammengefaßt denken. Ist uns V öder für zwei beliebige 

Systeme als Funktion von e gegeben, so können wir V und 

für das durch Kombination der beiden entstehende System 

durch Quadraturen ausdrücken. Unterscheiden wir die auf die 

drei Systeme bezüglichen Größen durch Indizes {\, {\, O^g, 

so erhalten wir leicht aus den Definitionen dieser Größen 

V^^ ^ffdV.dV, =^ fv.dV, :^ fv.dV, =:^ Jv.e^^de,, (315) 

e^i« = Ce^^ dV^^ fe*! ^ ^3 == fe^^ + *« rf €2 , (316) 

vf^o das Doppelintegral zwischen den Grenzen 

^1=0, Fg = und. «1 + €2 = 6^2 

zu. nehmen ist, und die Variabelen in den einfachen Integralen 
dixrch die letzte dieser Gleichungen verknüpft sind, während 
die Grenzen durch die ersten beiden gegeben werden, welche 
die kleinstmöglichen Werte von c^ und «2 bestimmen. 

Man wird bemerken, daß diese Gleichungen in der Form 
mit denen identisch sind, durch welche V und aus V„ oder 
^_p und V^ oder 0^ abgeleitet werden, nur daß sie im allge- 
^lieinen nicht die Umformungen zulassen, die sich ergeben, 
wenn man für V^ oder 0^ die speziellen Funktionen einsetzt, 
welche diese Symbole darstellen sollen. 

Ahnlicher Formeln kann man sich bedienen, um V^ oder 
^q für das zusammengesetzte System abzuleiten, wenn in jedem 
^^^ Teilsysteme eine dieser Größen als Funktion der poten- 
tiellen Energie bekannt ist. 

Die durch eine Gleichung wie die folgende 



e^i^ = fe^^e^^ds^ 
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ausgedrückte Regel ist identisch mit einer Grundregel in der 
Fehlertheorie, nämlich die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 
aus den Wahrscheinlichkeiten der Partialfehler zu finden, aus 
denen er zusammengesetzt ist Sie gestattet eine einfache 
geometrische Deutung. 

Wir nehmen eine horizontale Linie zur Ahszissenachse, 
tragen s^ rechts von einem beliebigen Anfangspunkt als Ab- 
szisse ab und errichten c*» als zugehörige Ordinate, so daß 
ihr Endpunkt eine gewisse Kurve beschreibt. Indem wir ferner 
einen anderen Anfangspunkt wählen, tragen wir «g als Abszisse 
nach links ab und bestimmen eine zweite Kurve durch Errich- 
tung der Ordinaten e*«. Den Abstand zwischen den Anfangs- 
punkten nehmen wir gleich e^^ ^^* so daß der zweite Anfangs- 
punkt rechts liegt, wenn s^^ positiv ist Wir können nun eine 
dritte Kurve bestimmen, indem wir in jedem Punkte der Linie 
(zwischen den kleinsten Werten von e^ und e^) eine Ordinate 
errichten, welche das Produkt der beiden Ordinaten darstellt, 
die zu den bereits beschriebenen Kurven gehören. Der Flächen- 
inhalt zwischen dieser dritten Kurve und der Abszissenachse 
stellt dann den Wert von e^^* dar. Um den Wert dieser 
Größe für variabele Werte von e^^ ^^ erhalten, können wir 
uns die ersten beiden Kurven starr und unabhängig voneinander 
beweglich denken. Wir können e^^ vermehren oder vermindern, 
indem wir eine dieser Kurven nach rechts oder links ver- 
schieben. Für jeden so veränderten Wert von e.^ muß dann 
die dritte Kurve von neuem konstruiert werden. 



Neuntes Kapitel. 

Die Funktion und die l(anonisclie Verteilung. 

In diesem Kapitel kehren wir zur Betrachtung der kano- 
nischen Verteilung zurück, um die Eigenschaften zu unter- 
suchen, welche zu der Energiefunktion, die wir mit be- 
zeichnet haben, in besonders enger Beziehung stehen. 

Bezeichnen wir jnit N, wie üblich, die Gesamtanzahl der 
Systeme in der Gesamtheit, so ist 

Ne ^ de 

die Anzahl der Systeme mit Energien zwischen den Grenzen e 
und 6 + de. Den Ausdruck 

Ne^*^ (317) 

können wir also als energetische Dichte bezeichnen. Er ver- 
schwindet für 6 = CX5, denn sonst könnte die unbedingt gültige 
Gleichung 



/ 



e 



+ 1? 



^ ^ de = \ (318) 

nicht erfüllt werden. Aus demselben Grunde muß die energe- 
tische Dichte verschwinden für 6= — cx), wenn dies ein mög- 
licher Wert der Energie ist. Im allgemeinen freilich wird der 
Minimalwert der Energie ein endlicher Wert sein, für welchen, 
wenn w > 2 ist, e^ und damit die energetische Dichte ver- 
schwindet.^) Nun ist die energetische Dichte notwendig positiv, 
und da sie bei w > 2 für extreme Werte der Energie ver- 



1) Siehe S. 97. 
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schwindet, so mnß sie in diesen Fällen ein Maximum besitzen, 
für welches die Energie sozusagen ihren häufigsten oder wahr- 
scheinlichsten Wert annimmt, und das durch die Gleichung 
bestimmt wird 

Dieser Wert von c? 0/c?6 ist für n > 2 zugleich der Durch- 
schnittswert in der Gesamtheit Denn durch partielle Inte- 
gration erhalten wir identisch 

/4?'"'" ''*= ['"^ 1 + i/ '~^ äe. (32-3) 

Für 71 > 2 verschwindet der Ausdruck in den Klammem, d^ 
mit iV multipliziert die energetische Dichte darstellen würd^^ 
an den Grenzen, und wir haben wegen (269) und (318) 



Es ergibt sich also, daß für Systeme von mehr als zwei Frei- 
heitsgraden der Durchschnittswert von d^jd^ in einer kano- 
nisch verteilten Gesamtheit identisch ist mit dem Werte des- 
selben Differentialquotienten, berechnet für die häufigsti 
Energie in der Gesamtheit, da beide Werte gleich dem rezi- 
proken Modul sind. 

Bisher haben wir bei unserer Betrachtung der Größen F, 
F^, F^, 0, 0^, 0^ die äußeren Koordinaten als konstant 
angesehen. Aus ihren Definitionen geht aber hervor, daß F 
und im allgemeinen Funktionen der äußeren Koordinaten 
und der Energie 6, und daß F^ und ^> im allgemeinen Funk- 
tionen der äußeren Koordinaten und der potentiellen Energie c 
sind. F^ und 0^ sind, wie wir gesehen haben, Funktionen 
der kinetischen Energie 6^ allein. In der Gleichung 

XP £ = 00 S ^ 

— — r* + ^ 



= f e ^ de, (322) 



v=o 



aus welcher xp bestimmt werden kann, sind und die äußeren 
Koordinaten (die in <P implizit vorkommen) bei der Integration 
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konstant. Die Gleichung zeigt, daß ^p eine Funktion dieser 
Konstanten ist. Andern sich ihre Werte, so erhalten wir durch 
Differentiation im Falle n > 2 



yj essco e _ 

F=0 

£ = 00 e -. £ = 00 e _ 

, , c 30 -0 + *, , , rd0 "-0 + ^t , X 

+ aOj I ^ — e ds + da^ j ^ — e «6+ etc. 

F=0 F=0 



(323) 



(Da «^ mit V verschwindet, wienn » > 2, so treten keine Glieder 
auf, die von der Änderung der Grenzen herrühren.] Also ist 
wegen (269) 



60 , .80 



oder da (111) 

^ ~ ' = ^, (325) 



& 



dilf = i}d0-0^da^-0^da^- etc. (326) 
Vergleichen wir das mit (112), so erhalten wir 



|^ = A, 1*=^, etc. (327) 

dai @ da^ & ^ ^ 

Die erste dieser Gleichungen kann auch geschrieben werden^) 



\^(h)e,a \d 8 Ja \d Ol )a,q^ ^ ^ 

darf aber nicht verwechselt werden mit der Gleichung 



d 



^^ = _ {^] (p.) , (329) 

«i/c, a \de Ja \dail^,a ^ ' 



^) Siehe Gleichung (321) und (104). Hier sind den Differential- 
((uotienten Indizes beigefugt, um den Sinn vollkommen deutlich zu 
machen, obwohl dieselben Größen anderswo ohne die Indizes geschrieben 
werden können, wo eine Gefahr des Mißverständnisses ausgeschlossen 
scheint. Die Indizes geben die Größen an, die bei der Differentiation 
konstant bleiben, wobei der einfache Buchstabe a für alle Buchstaben 
^) «2, etc. steht oder für alle außer dem einen, der ausdrücklich 
variiert wird. 
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welche unmittelbar aus der Identität hervorgeht 

\dai)e,a~~ \de ja \dai)0,a ' 

Eliminieren wir femer dip aus (326) mittels der Gleichung 

dyj = 0df} + iid0 + da, (331) 

die durch Differentiation von (325) entsteht, so erhalten wir 



dl=^0d^--0^da^'- 0-J^da^ - etc., (332) 



oder wegen (321) 



- cf^ = ^de + ^da. + ^da^ + etc. (333) 

Abgesehen von den Durchschnittszeichen ist die rechte Seite 
dieser Gleichung dieselbe wie in der Identität 

Zur genaueren Vergleichung dieser Beziehungen wollen wir 
annehmen, daß die Energie in der letzten Gleichung irgend 
eine bestimmte und sozusagen repräsentierende Energie in 
der Gesamtheit darstellt. Zu diesem Zwecke könnten wir die 
durchschnittliche Energie wählen. Es wird aber vielleicht 
zweckmäßiger dein, die wahrscheinlichste Energie zu wählen, 
die wir mit Sq bezeichnen wollen. Mit demselben Index sollen 
auch Funktionen der Energie versehen werden, die zu diesem 
Werte gehören. Unsere Identität wird dann 

^^o-(^iäeo+(^)/a,+ (^\äa, + eto. (335) 
Es wurde bereits gezeigt, daß 



8 (d0\ 1 fOQa\ 

wenn w > 2. Da femer die äußeren Koordinaten in der ganzen 
Gesamtheit konstante Werte haben, so ändern sich die Werte 
von ö^/öflj, ö^/öög etc. in der Gesamtheit nur vermöge 
der Änderungen der Energie e, welche, wie wir gesehen haben, 
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an der Gesamtheit als merklich konstant gelten kann, wenn 
m sehr groß ist. In diesem Falle können wir also die Durch- 
ischnittswerte 

~h — > ~~E — ' etc. 

-als praktisch gleichbedeutend betrachten mit den Werten 

d0 \ I d0 \ ^^ 

<3ie sich auf die wahrscheinlichste Energie beziehen. 

In diesem Falle ist auch dl praktisch gleichbedeutend 
xnit de^. Wir haben demnach für sehr große Werte von n 
a,ngenähert 

^d7]^d%, (337) 

das heißt), bis auf eine additive Eonstante kann — ^ als prak- 
tisch gleichbedeutend gelten mit 0^, wenn die Anzahl der 
Freiheitsgrade des Systems sehr groß ist Damit ist nicht ge- 
meint, daß der variabele Bestandteil von fj + 0^ numerisch von 
niederer Größenordnung ist als die Einheit. Denn wenn n 
sehr groß ist, so sind auch — fj und <1^q sehr groß, und wir 
können nur schließen, daß der variabele Bestandteil von f}+^Q 
unerheblich ist gegenüber dem varialjelen Bestandteil von fj 
oder </>jj, einzeln genommen. 

Jetzt haben wir bereits eine gewisse Übereinstimmung be- 
merkt zwischen den Größen und fj und den Größen, die in 
der Thermodynamik Temperatur und Entropie genannt werden. 
Die eben bewiesene Eigenschaft in Verbindung mit den durch 
<Tleichung (336) ausgedrückten läßt also vermuten, daß die 
Xrrößen und Ö0/Ö6 gleichfalls den thermodynamischen 
Begriffen der Entropie und Temperatur entsprechen mögen. 
Wir überlassen die Erörterung dieses Punktes einem späteren 
Kapitel und erwähnen ihn hier nur, um die etwas eingehende 
Untersuchung der zwischen diesen Größen bestehenden Be- 
ziehungen zu rechtfertigen. 

Einen klareren Einblick in die Beziehungen für den Grenz- 
fall, wo die ZahJ der Freiheitsgrade unbegrenzt zunimmt, er- 
halten wir, wenn wir die Funktion in eine Reihe nach 
steigenden Potenzen von € — ^o ei^twickeln. Diese Entwickelung 
schreiben wir 
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Durch Addition der identischen Gleichung 

yt — 8 V — ^0 b — Sq 

erhalten wir wegen (336) 

Setzen wir diesen Wert ein in den Ausdruck 



— ö~~ 



e' 



der die Wahrscheinlichkeit angibt, daß die Energie eines will- 
kürlichen Systems der Gesamtheit zwischen den Grenzen «' 
und fi" liegt, so erhalten wir 

^ -^ + ^0 r (^) ^- + (^-?) ^73^^ + etc. 



e 
e 



Ist die Zahl der Freiheitsgrade sehr groß und s — e^ somit 
sehr klein, so können wir die höheren Potenzen vernachlässigen 
und schreiben^) 



V-«o . ^ «" /d^^\ (c-co)* 



e « 



+ *, 



C e^^'''" ^ de. (341) 



e' 



Daraus geht hervor, daß für eine sehr große Zahl von 



*) Wird ein höherer Grad von Genauigkeit verlangt, als ihn diese 
Formel bieten kann, so multipliziere man noch mit der Reihe, die aus 

e — 

gewonnen wird nach der gewöhnlichen Formel für die Reihenentwickelung 
einer Exponentialfunktion. Eine besondere analytische Schwierigkeit kann 
dabei nicht entstehen, wenn man sich in einer solchen Reihe auf eine 
mäßige Anzahl von Gliedern beschränkt, beginnend mit 
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Preiheitsgraden die Wahrscheinlichkeit für Abweichungen der 
Energie von ihrem wahrscheinlichsten Werte Bq angenähert 
durch das „Fehlergesetz" gegeben wird. Mit diesem Näherungs- 
gesetze erhalten wir 

also 



e « 



6 — €q, 



V'-^o , rf» _ 1 1^« V^« 



& 



+ <^o = ilog^^:^ = -^log(2;r(6-6)2). (344) 



Nun wurde im siebenten Kapitel bewiesen, daß (211) 

"Wir erhalten also angenähert 
^ -^- *o =^ + «^0 = - ilog (2;r(i::^*) = - ilog (^|^ V)- (34&) 

Die Größenordnung von ^ + 0^^ ist daher die von log n. Diese 
Größe ist wesentlich konstant. Die Größenordnung von 
f] + (pQ — j^logn ist die der Einheit. Die Größenordnung von 
00 und damit von — ^ ist die von n. ^) 

Gleichung (338) ergibt in erster Annäherung mit Hilfe von 
(321) und (187) 

(346) 

(347) 

(348) 

Beide Seiten der letzten Gleichung haben die Größenordnung 
von w. Femer ergibt (338) in erster Annäherang 

d0 1 (d^ 0"^ 



0- 


*0 = 


/d«4>\ («- 
[de^lo 


2 


= -i> 




fci 


& 

n 
2 


(^6 „ 


(0- 


<fo)(* 


-0 = ^- 




2 (8 - Sof 
— (92 


de 
dsp 


((/> 


-<f'oy 



de & \ds' 



-) (« - e«) 
/o 



•) Vgl. (289), (314). 
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und somit 



(^-i)(-<.>-(^).(^^— >. ('<"» 



e - 

/ 



Dieser Ausdruck hat die Größenordnung von w.^) 

Hier ist zu beachten, daß die angenäherte Energieve :»^- 
teilung der Gesamtheit nach dem „Fehlergesetze" nicht abhän^5^ 
von der besonderen Form der Energiefunktion, die wir zu^:^*^ 
Wahrscheinlichkeitsexponenten ^ gewählt haben. In jedem Fall ^ 
müssen wir haben 

wo der Faktor c^ + * notwendig positiv ist. Dies erfordert, da^3 
er für 6 = 00 verschwindet und ebenso für € = — oo, wenn die^^ 
«in möglicher Wert ist. Im letzten Kapitel wurde gezeigt, daß^^ 
wenn e einen (endlichen) Minimalwert besitzt (was der gewöhn^ — 
liehe Fall ist) und n > 2 ist, e^ für diesen kleinsten Werfc 
von 6 verschwinden muß. Im allgemeinen wird daher rj + (t^ 
ein Maximum haben, das den wahrscheinlichsten Wert der* 
Energie bestimmt. Bezeichnen wir diesen Wert mit e^ und 
versehen die entsprechenden Werte der Energiefunktionen mit 
demselben Index, so erhalten wir 

Die Wahrscheinlichkeit, daß ein willkürliches System der Ge- 



*) Wir werden später finden, daß die Gleichung 



( 






genau ist für einen beliebigen Wert von n größer als 2, und daß die 
Oleichung 

d0~ ly __ d^ 
de &) '^ de^ 

für jeden Wert von n größer als 4 gilt. 



Die Fauktiou und die kanonische Verteilung. 



10» 



samtheit zwischen beliebige Energiegrenzen «' und %" fällig 
wird dargestellt durch 



^'/ 



/•" 



dB, 



Entwickeln wir hier ri und nach steigenden Potenzen von 
€ — 6^,, ohne über die Quadrate hinauszugehen, so nimmt die 
W'ahrscheinlichkeit, daß die Energie in die gegebenen Grenzen 
fallt, die Form des „Fehlergesetzes" an: 



f" 



e' 

Hieraus folgt 

% + *o = 5- log 
und 






dB. 



(353) 



-1 {d'^rj' 



1 /rf2 0^ 



2 71 \dB^ 



oJ 



(« - «o)* = 






(354) 



(355) 



^^ir erhalten im allgemeinen eine enge Annäherung, wenn di& 
^^ (355) gleichgesetzten Größen sehr klein sind, d. h. wenn 



de^ 







d^0> 
de^ 







(356); 



Sehr groß ist. Ist nun n sehr groß, so ist —d^^/de^ von 
derselben Größenordnung, und die Bedingung, daß (356) sehr 
groß sein soll, beschränkt die Beschaffenheit der Funktion ?/ 
tiicht wesentlich. 

Weitere Eigenschaften, die sich auf Durchschnittswerte in 
einer k^anonischen Gesamtheit beziehen, erhalten wir nach der 
auf den Durchschnittswert von d^jde angewandten Methode. 
Es sei u eine beliebige Funktion der Energie allein oder zu- 
gleich noch von und den äußeren Koordinaten. Der Durch- 
schnittswert von u in der Gesamtheit wird bestimmt durch die 
Gleichung 



ti 



=/- 







+ $ 



de. 



(357) 



F=0 
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Nun ist identisch 



c - 

/ 



f ^ 



€ = 00 yj — s 

du u , d0\ G~ 1 

F»0 



w — t _ esaoO 

+ *1 



Z^ tf 



e 



. (358) 



r=o 



Also ist vermöge der vorhergehenden Gleichung 



du ^1 ^ ^ 



1^ — e _ £ = 00 
+ *1 



ue 



e 



-') 



(359) 



r=o 



Setzen wir m = 1 (ein Wert, der nicht ausgeschlossen zu 
werden braucht), so verschwindet die rechte Seite dieser Glei- 
chung, wie auf S. 1 02 gezeigt wurde, für w > 2, und wir erhalten 



d0 

de 



(360) 



wie früher (321). Aus denselben Betrachtungen geht hervor, daß 
die rechte Seite von (359) immer verschwindet für n > 2, so- 
fern nicht u an einer der Grenzen unendlich wird, in welchem 
Falle eine eingehende Prüfung des Wertes dieses Ausdruckes 
erforderlich wäre. Um die Untersuchung in solchen Fällen zu 
erleichtern, empfiehlt es sich, eine gewisse Einschränkung in 
bezug auf die Beschaffenheit des Systems einzuführen. Bei 
unserer ganzen Behandlung kanonisch verteilter Systeme haben 
wir natürlich vorausgesetzt, daß das betrachtete System seiner 
Beschaffenheit nach fähig sei, eine kanonische Verteilung mit 
dem gegebenen Werte des Moduls zu gestatten. Wir wollen 
jetzt weiter annehmen, daß unser System sogar eine kanonische 
Verteilung mit beliebigem (endlichem) 2) Modul gestatte. Sehen 
wir zu, welche Fälle durch diese letzte Einschränkung aus- 
geschlossen werden. 



*) Allgemeiner ist die folgende Gleichung, die nicht auf kanonisch 
verteilte Gesamtheiten beschränkt ist, 

£ = 00 

du 



dn d0 

de de de 



ue 



»7 + * 



F=0 



wo T] wie üblich den Wahrscheinlichkeitsexponenten der Phase bezeichnet. 
2) Durch den auf den Modul bezogenen Ausdruck endlich soll eben- 
sowohl der Wert Null wie Unendlich ausgeschlossen werden. 
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Die Unmöglichkeit einer kanonischen Verteilung tritt ein, 
-^enn aus der Gleichung 

W C=00 E . 



= r e ^ de (361) 



e 

v=o 



^in endlicher Wert von tp nicht bestimmt werden kann. Offen- 
bar kann die Gleichung i/; nicht als unendliche positive Größe 
ergeben, die Unmöglichkeit tritt also nur ein, wenn die Glei- 
■chung 1/; = — cx) ergibt. Nun erhalten wir leicht aus (191) 

Ist die kanonische Verteilung möglich für beliebige Werte 
Ton 0, so können wir diese Gleichung anwenden, soweit 
-die kanonische Verteilung möglich ist. Die Gleichung zeigt, 
4aß wenn zunimmt (ohne unendlich zu werden), — i// nicht 
unendlich werden kann, ohne daß e gleichzeitig unendlich wird, 
und daß, wenn abnimmt (ohne Null zu werden), — a// nicht 
unendlich werden kann, ohne daß gleichzeitig e einen unend- 
lich großen negativen Wert annimmt. Die entsprechenden 
Fälle in der Thermodynamik wären Körper, welche eine un- 
endHche Wärmemenge aufnehmen oder abgeben könnten, ohne 
gewisse Temperaturgrenzen zu überschreiten, wobei keine 
ä.ußere Arbeit in positivem oder negativem Sinne geleistet 
würde. Solche unendlichen Werte bieten keine analytischen 
Schwierigkeiten und widersprechen nicht den allgemeinen Ge- 
setzen der Mechanik oder Thermodynamik, aber sie sind unserer 
gewöhnlichen Naturerfahrung gänzlich fremd. Schließen wir 
solche Fälle aus (die an sich gewiß nicht ganz ohne Interesse 
sind), so verlieren wir keine, die irgend welchen tatsächlichen 
Vorgängen der Thermodynamik analog wären. 

Wir nehmen also an, daß für beliebige Werte von die 
rechte Seite von (361) einen endlichen Wert hat. 

Ist diese Bedingung erfüllt, so verschwindet die rechte 
Seite von (359) für m = e-* F. Denn setzen wir 0'= 20, so wird 

e V ^= e j e de ^e je de^e e > 

V=0 F=0 



112 Neuntes Kapitel. 

wo 1/;' den Wert von i/; für den Modul & bezeichnet Da 
das letzte Glied dieser Formel flir « = oo verschwindet, so 
muß der durch das erste Glied dargestellte kleinere Wert flir 
denselben Wert von b ebenfalls verschwinden. Also ver- 
schwindet der Ausdruck auf der rechten Seite von (359), der 
sich davon nur durch einen konstanten Faktor unterscheidet, 
an der oberen Grenze. Jetzt bleibt nur noch der Fall der 
unteren Grenze zu untersuchen. Es ist aber 

e F^ I e de. 

Die rechte Seite dieser Formel verschwindet offenbar für den 
Wert von 6, der zu F= gehört, ob er nun endlich oder negativ 
unendlich ist. Daher verschwindet die rechte Seite von (359) 
an der unteren Grenze gleichfalls, und wir haben 



de & de * 



oder 



-<p 



e"*F = 0. (362) 



Diese Gleichung, welche in bezug auf den Wert von n 
keiner Beschränkung unterliegt, weist auf eine Beziehung oder 
Analogie zwischen der durch e-'^V dargestellten Funktion der 
Energie eines Systems und dem thermodynamischen Begriffe 
der Temperatur. Auf diesen Gegenstand werden wir noch im 
vierzehnten Kapitel zurückkommen. 

Ist w > 2, so muß, wie leicht zu zeigen, die rechte Seite 
von (359) verschwinden für jeden der folgenden Werte von «, 
nämlich: 0, e*, 6, €"», wo m eine beliebige positive Zahl be- 
deutet. Sie verschwindet auch, wenn w > 4, für u ?= d^ldsj^ 
und wenn 7i>2Ä, für u = e-*" d^VIde^. Wenn die rechte 
Seite von (359) verschwindet und w > 2 ist, so können wir 
schreiben 



/ -\(d0 l\ d0 u du ,QfiQv 

So erhalten wir die folgenden Gleichungen: 
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Für 71 > 2 ist 



f*-*)!!?-!)-«-!?-?— i- (ä«-) 



oder 



(''-'"')(^-i)--4?-S— «'l?' M 



^^ de -" ds - S' ^'^^**' 



(-')(4?-i)— ^-i-1. ■) ('") 



(« - « ) trf7 - ®) = * ^ - ö = -'»«"-'• (368) 
Für n > 4: 



^-^)"-(4?)'-i-l^- ■) « 

Für n>2h: 



de^ de S deh- de^ de rfe^+i 

oder 



' '7PHFr = ^^ ^^' (370) 



also 



-^df^+iV 1 ..,-.. 



Geben wir h die Werte 1, 2, 3 etc., so erhalten wir 



d0 



= 4 für n>2, 



eie & 






^) Diese Gleichung kann auch aus den Gleichungen (252) und (821) 
gewonnen werden. Vgl. auch Gleichung (349), die durch eine Approxi- 
mationsmethode hergeleitet wurde. 

*) Vgl. Gleichung (350), die durch eine Approximationsmethode ge- 
wonnen -wurde. 

OiBBSy Statistische Mechanik. B 
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wie bereits gefunden. Femer 



dMP . ^ d^0 d0 

de 



8 



, Qd^0d0 . (d0Y In.. ^n /Q70\ 



Ist V^ eine beständig zunehmende Funktion von s^ mit 
dem Anfangswert F^ = 0, so wird der in einer kanonischen 
Gesamtheit genommene Durchschnittswert einer beliebigen 
Funktion von e^ allein oder in Verbindung mit dem Modul 
und den äußeren Koordinaten bestimmt durch Gleichung (275), 
die mit (357) identisch ist, nur daß e, Q> und t/; den Index ( ) 
haben. Die Gleichung kann auch so umgeformt werden, daß 
sie, abgesehen von den Indizes, mit (359) identisch wird. 
Fügen wir dieselben Indizes in der Gleichung (361) hinzu, so 
sichert der endliche Wert beider Seiten die Möglichkeit der 
kanonischen Verteilung. 

Nach diesen Angaben sind Gleichungen analog (360), (362) 
bis (372) leicht herzuleiten, nur daß die Bedingungen ihrer 
Gültigkeit anders gefaßt werden müssen. Die Gleichung 



erfordert nur die bereits erwähnte Bedingung für F^. Sie 
entspricht der Gleichung (362), die keiner Bedingung in bezug 
auf den Wert von n unterliegt. Dabei ist jedoch zu bemerken, 
daß F immer einer Bedingung ähnlich der für F^ angegebenen 
genügen muß. 

Genügt F^ der angegebenen Bedingung und e*« einer 
analogen Bedingung, d. h. ist e*« eine beständig zunehmende 
Funktion von e^, die mit dem Werte e*« = beginnt, so 
gelten Gleichungen analog den für den Fall w > 2 aufgestellten, 
d. h. analog (360), (364)— (368). Besonders wichtig ist 

~d0^ _ 1 
d6q G' 

Genügen F^, e^^ {oder dVJds^), d^Vjde^^ sämtlich ana- 
logen Bedingungen, so haben wir eine Gleichung analog (369), 
die der Bedingung n > 4 unterlag. Genügt dann auch 
d^VJdB^ einer ähnlichen Bedingung, so erhalten wir eine 
Gleichung analog (372), für welche die Bedingung ti > 6 galt. 
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Wenn endlich F und seine h ersten Differentialquotienten 
Bedingungen von der erwähnten Art genügen, so erhalten wir 
Gleichungen wie (370) und (371), für welche die Bedingung 
lautete w > 2ä. 

Diese Bedingungen treten an die Stelle der oben für n 
angegebenen. In der Tat könnten wir für die Gültigkeit der 
Gleichungen (360), (363)— (372) an Stelle der auf n bezüglichen 
Bedingungen solche angeben, die sich auf die Differential- 
quotienten von V beziehen, ähnlich denen, die für die Differen- 
tialquotienten von V^ aufgestellt wurden. Dadurch würde die 
Anwendbarkeit dieser Gleichungen etwas ausgedehnt werden. 



8' 
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über die mikrokanonische Phasenverteilung, bei welcher 
alle Systeme die gleiche Energie haben. 

Ein wichtiger Fall des statistischen Gleichgewichtes ist der, 
in welchem alle Systeme der Gesamtheit die gleiche Energie 
haben. Durch das folgende Verfahren gelangen wir zu 
der Idee einer Phasenverteilung, die den notwendigen Be- 
dingungen genügt Wir können annehmen, daß eine Gesamt- 
heit zwischen zwei Grenzwerten der Energie, e und «", mit 
gleichförmiger Phasendichte und außerhalb dieser Grenzen mit 
der Dichte Null verteilt sei. Eine solche Verteilung ist 
offenbar in statistischem Gleichgewichte nach dem Kriterium im 
vierten Kapitel, da hier die Phasendichte als eine Funktion 
der Energie betrachtet werden kann. Durch Verkleinerung 
der Differenz von e und e" können wir alle Energiedifferenzen 
in der Gesamtheit verkleinem. Gehen wir mit diesem Prozesse 
zur Grenze über, so erhalten wir eine permanente Verteilung, 
bei der die Energie konstant ist. 

Zu demselben Ergebnis würden wir gelangen, wenn wir 
die Dichte zwischen den Grenzen «' und e" als eine be- 
liebige Funktion der Energie annehmen und außerhalb dieser 
Grenzen gleich Null setzen würden. So ist die schließliche 
Verteilung, die man aus dem Bestandteil einer kanonischen 
Gesamtheit zwischen zwei Energiegrenzen erhält, wenn man 
die Differenz dieser Energiewerte unbegrenzt verkleinert, unab- 
hängig vom Modul, nämlich vollständig durch die Energie 
bestimmt, und ist identisch mit der schließlichen Verteilung, 
die sich ergibt, wenn man von einer gleichförmigen Dichte 
zwischen Energiegrenzen ausgeht, welche sich demselben Grenz- 
werte nähern. 
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Die schließliche Verteilung, zu der wir durch dieses Ver- 
fahren gelangen, wollen wir die mikrokanonische nennen. 

Allerdings werden wir in manchen F'ällen finden, daß 
dieser Prozeß für gewisse Werte der Energie, nämlich für solche, 
far die e^ unendlich wird, nicht mehr eine Grenzform der Ver- 
teilung in demselhen bestimmten Sinne wie für andere Werte 
der Energie definiert. Hier liegt die Schwierigkeit nicht im 
Verfahren, sondern in der Natur des Falles, und ist der analog, 
auf die wir stoßen, wenn wir eine kanonische Gesamtheit zu 
finden suchen, in welcher %p unendlich wird. Solche Fälle haben 
wir nicht als wahre Beispiele kanonischer Verteilung angesehen, 
und ebensowenig werden wir die Fälle, in denen e* unendlich 
ist, als wahre Beispiele mikrokanonischer Verteilung gelten 
lassen. In der Tat werden wir beim Fortgang der Unter- 
suchung finden, daß in solchen Fällen unsere wichtigsten 
Formeln illusorisch werden. 

Die Verwendung von Formeln für eine kanonische Ge- 
samtheit, welche wie in den letzten Kapiteln e^dB anstatt 
dp^,..dq^ enthalten, kommt hinaus auf die Betrachtung einer 
Gesamtheit, die in eine unendliche Anzahl von mikrokano- 
nischen Elementen zerfällt. 

In gewisser Hinsicht erscheint die mikrokanonische Ver- 
teilung einfacher als die kanonische und ist vielleicht mehr 
studiert worden, weil enger verknüpft mit den Grundbegrifi'en 
der Thermodynamik. Auf diesen letzten Punkt werden wir in 
einem späteren Kapitel noch zurückkommen. Es gentigt hier 
zu bemerken, daß die kanonische Gesamtheit analytisch leichter 
zu handhaben ist als die mikrokanonische. 

Zuweilen entgehen wir gewissen Schwierigkeiten, welche 
die mikro kanonische Gesamtheit bietet, indem wir sie als das 
Resultat des folgenden Prozesses auffassen, der zwar weniger 
einfache Begrifie erfordert, aber solche, die der analytischen 
Behandlung zugänglicher sind. Wir nehmen eine Gesamtheit 
an mit einer Verteilungsdichte proportional zu 



e 



CO* 



wo (o und e' Konstanten sind, und lassen dann den Wert 
der Konstanten w unbegrenzt abnehmen. Hier ist die Dichte 



118 Zehntes Kapitel. 

nirgends Null, bis wir die Grenze erreichen, aber an der Grenze 
ist sie Null für alle Energien außer b. Auf diese Weise um- 
gehen wir die rechnerischen Schwierigkeiten bei Diskonti- 
nuitäten im Werte der Dichte, welche die Einfuhrung von 
Integralen mit unbequemen Grenzen erfordern würden. 

In einer mikrokanonischen Gesamtheit von Systemen ist 
die Energie 6 konstant, aber die kinetische Energie b^ und 
die potentielle Energie e^ variieren in den verschiedenen 
Systemen, wobei sie natürlich der Bedingung genügen müssen 

6^ + fi^ = 6 = const. (373) 

Unsere nächsten Untersuchungen werden sich auf die Verteilung 
der Energie zwischen diesen beiden Bestandteilen und auf die 
Durchschnittswerte von Funktionen von «„ und 6^ beziehen. 

Wir werden uns der Bezeichnung u\g bedienen, um einen 
Durchschnittswert in einer mikrokanonischen Gesamtheit von 
der Energie e zu bezeichnen. Einen Durchschnittswert in einer 
kanonischen Gesamtheit vom Modul 0, der bisher mit ü be- 
zeichnet wurde, werden wir in diesem Kapitel mit u e bezeichnen, 
um die beiden Arten von Durchschnittswerten deutlicher zu 
unterscheiden. 

Die Phasenausdehnung zwischen beliebigen Grenzen, die 
durch 6^ und <^ ausgedrückt werden können, läßt sich in den 
Bezeichnungen des vorhergehenden Kapitels auch darstellen 
durch das Doppelintegral 



// 



p '/ 



genommen zwischen diesen Grenzen. Ist eine Gesamtheit von 
Systemen zwischen diesen Grenzen mit gleichförmiger Phasen- 
dichte verteilt, so wird der Durchschnittswert einer beliebigen 
Funktion u der kinetischen und potentiellen Energie, genommen 
in der Gesamtheit, ausgedrückt durch den Integralquotienten 






P Q 



P Q 



Da dV„ = e^pde„ und de„ = de. wenn e^ konstant ist, 

P P P ^ Q ' 

SO kann der Ausdruck geschrieben werden 
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C Ce^pdedV^ 

Um den Durchschnittswert von u in einer mikrokanonisch ver- 
teilten Gesamtheit von der Energie e zu erhalten, müssen wir 
die Integrationen über die Phasenausdehnung zwischen den 
Energien 6 und « + rfe erstrecken. Dies ergibt 



e^^e 



de l u 



e^p d V^ 



u 



v,-o 



e^=e 



de f e^pd 



^. 



r=o 



Wegen (299) ist aber der Wert des Integrals im Nenner e^. 
Somit haben wir 



"<7=^ 



u 



=^e-^ Cue^pdV^, (374) 



y,=o 



wo e^p und V^ durch Gleichung (373) verbunden sind und m, 
wenn es als Funktion von 6^ oder von e^ und s^ gegeben ist, 
vermöge derselben Gleichung eine Funktion von e^ allein wird. 

Wir wollen annehmen, daß e^ einen endlichen Wert habe. 
Ist w > 1, so ist, wie aus Gleichung (305) hervorgeht, e^ eine 
zunehmende Funktion von e und kann daher nicht für einen 
Wert von e unendlich werden, ohne auch für alle größeren 
Werte von s unendlich zu werden, wodurch — xfj unendlich 
würde. ^) Bei » > 1 scheiden wir daher mit der Annahme, 
daß e^ endlich ist, nur solche Fälle aus, wie wir sie bei der 
Untersuchung der kanonischen Verteilung notwendigerweise 
ausschließen mußten. Ist aber w = 1, so kann es Fälle geben, 
in denen die kanonische Verteilung durchaus möglich ist, in 
denen aber für gewisse Werte von e wegen des unendlichen 
Wertes von e^ die Formeln für die mikrokanonische Ver- 
teilung illusorisch werden. Solche Ausnahmefälle der mikro- 



») Siehe Gleichung (322). 
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kanonischen Verteilung fiir spezielle Werte der Energie sollen 
uns nicht hindern, die kanonische Gesamtheit aufzufassen als 
zusammengesetzt aus einer unendlichen Folge mikrokanonischer 
Gesamtheiten.^) 

Aus der letzten Gleichung in Verbindung mit (298) er- 
halten wir 



'^=' 



p 



e — ^ 



jy,dV^-e-^V. (375) 



VO 



Aber wegen der Gleichungen (288) und (289) ist 

2 



Somit wird 



''~*''^i. = iV (376) 



2 — i 



,-0V=e-*»V^,=^^B^.. (377) 

Femer erhalten wir mit Hilfe der Gleichung (301) 






p 



de„ E 



r-R '-'',- i^- ("») 






wenn n > 2. Daher ist nach (289) 



dO d0p 



de d Bp 



n 



= (^f - l J 6^-\, wenn n > 2. (379) 

Diese Ergebnisse sind interessant wegen der Beziehungen 



^) Ein Beispiel für den Aosnabmefall der mikrokanonischen Ver- 
teilung liefert ein materieller Punkt unter dem Einflüsse der Schwere, 
der gezwungen ist, sich in einem vertikalen Kreise zu bewegen. Der 
Ausnahmefall tritt ein, wenn die Energie gerade ausreicht, um den 
materiellen Punkt auf den höchsten Punkt des Kreises zu hehen. 

Man erkennt, daß die Schwierigkeit in der Natur des Falles liegt 
und ganz unabhängig von den mathematischen Formeln ist. Die Natur 
der Schwierigkeit leuchtet sofort ein, wenn wir versuchen, eine end- 
liche Anzahl materieller Punkte mit diesem speziellen Werte der Energie 
so zu verteilen, daß sie so nahe wie möglich in statistischem Gleichgewicht 
sind, oder wenn wir fragen: Welches ist die Wahrscheinlichkeit dafür, 
daß ein Punkt, der aus einer Gesamtheit in statistischem Gleichgewichte 
mit diesem Werte der Energie willkürlich herausgegriffen wird, sich in 
irgend einem bestimmten Teile des Kreises befindet? 
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der Funktionen e-^V und -7— zum Temperaturbegriffe in der 



de 



Thermodynamik, — ein Gegenstand, auf den wir später noch 
zurückkommen werden. Es sind Spezialfälle einer allgemeinen 
Beziehung, die sich leicht aus den Gleichungen (306), (374), 
(288) und (289) herleiten läßt. Wir haben 



d^ V 
d 



!-=. f ^IldV, wenn h<ln+l. 



F=0 



Diese Gleichung kann auch geschrieben werden 






'2=' 



dah 



f 



d eJi 9 



Wir haben somit 



VO 



_^ 



dh V 
deh 



= fi-^p 



dhV. 



dsp^ 






i-fc 



£i 



(380) 



wenn A < ^ n + 1 . Beispielsweise können wir, wenn n gerade 
ist, h = \n setzen und erhalten mit Hilfe von (307) 



n 



(2jr)%-*(F),=, = r(i«)6 



-^ 



q'^q 



p 



(381) 



Da jede kanonische Gesamtheit aufgefaßt werden kann 
als zusammengesetzt aus mikrokanonischen Gesamtheiten, so 
werden zwei beliebige Größen u und v, welche in jeder mikro- 
kanonischen Gesamtheit dieselben Durchschnittswerte haben, 
auch in jeder kanonischen Gesamtheit dieselben Werte besitzen. 
Um die Gleichung (380) formal unter dieses Gesetz zu bringen, 
beachten wir, daß das erste Glied als Funktion von s in einer 
mikrokanonischen Gesamtheit eine Konstante ist und daher 
identisch mit ihrem Durchschnittswert. So erhalten wir die 
allgemeine Gleichung 



- 



dhV 



de^ 



e 



= ,-^.^^-1 



r(i^) 



i-Ä 



dep^\e V{\n-h + \) ^ 



e=0'-\ (382) 



wenn 



^ < J- w + 1 ist. ^) Die Gleichungen 



*) Siehe Gleichung (292). 
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2 



= ,- ^ F|e = e- *- Fje = ^ e,:e, (383) 



1 d0 



& de 



d0p 



e de 



n 



p 



«= i--M*»-^e (384) 



können als Spezialfälle der allgemeinen Gleichung angesehen 
werden. Die letzte Gleichung unterliegt der Bedingung w > 2. 
Die letzten beiden Gleichungen ergeben für eine kanonische 
Gesamtheit, wenn te > 2 ist, 



( 



l-^l^Je6-^!e=l. (385) 



n P 



Die entsprechenden Gleichungen für eine mikrokanonische 
Gesamtheit ergeben, wenn n>2 ist, 



l-ih.l'*.-i=d^' (386) 



2 \ — 
n 



woraus hervorgeht, daß d^jdlog V sich dem Werte Eins 
nähert, wenn n sehr groß wird. 

Besteht ein System aus zwei Teilen mit getrennten 
Energien, so erhalten wir Gleichungen, die den vorhergehenden 
in der Form analog sind, aber sich auf ein so geteiltes System 
beziehen.^) Die Größen, die sich auf die einzelnen Bestand- 
teile beziehen, wollen wir durch Buchstaben mit Indizes be- 
zeichnen, während dieselben Buchstaben ohne Indizes sich auf 
das ganze System beziehen. Die Phasenausdehnung des ganzen 
Systems innerhalb beliebig gegebener Energiegrenzen kann 
ausgedrückt werden durch das Doppelintegral 



//^^^ 



dV^, 



zwischen diesen Grenzen genommen, wie sofort aus den Defi- 

^) Ist diese Bedingung genau erfüllt, so haben die beiden Bestand- 
teile keinen Einfluß aufeinander, und die Zerlegung der ganzen Ge- 
samtheit in mikrokanonische wäre zu willkürlich, um eine reale Bedeutung 
zu haben. Das Hauptinteresse der Gleichungen, die wir erhalten werden, 
liegt in Fällen, wo die Bedingung nur angenähert erfüllt ist. Aber für die 
Zwecke einer theoretischen Untersuchupg ist es natürlich bequem, eine 
solche Bedingung absolut zu nehmen. Vgl. viertes Kapitel, S. 34flF., wo 
eine ähnliche Bedingung in bezug auf kanonische Gesamtheiten in Be- 
tracht kommt. 
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nitionen im achten Kapitel ersichtlich ist. In einer Gesamt- 
heit mit gleichförmiger Dichte innerhalb dieser Grenzen und 
mit der Dichte Null außerhalb wird der Durchschnittswert 
einer beliebigen Funktion von e^ und e^ gegeben durch den 
Quotienten 



// 



udV^dV^ 



II 



dV^dV^ 



der auch geschrieben werden kann^) 



// 



ue^^de^dV^ 



II 



e^^de^dV^ 



u 



Nehmen wir e und e + de als Grenzen der Integration, so 
erhalten wir den Durchschnittswert von u in einer Gesamtheit, 
in der das ganze System mikrokanonisch in der Phase verteilt 
ist, nämlich 

e=e-^Jtte^^dV^, (387) 

F«=0 

WO 0^ und Fg verbunden sind durch die Gleichung 

Cj + €.^ = const = €, (388) 

und u als Funktion von 6^, oder von a^ und e^ vermöge der- 
selben Gleichimg eine Funktion von e^ allein wird.^ 
So wird 

^^^i, ^e-^Jv^dV^, (389) 

F,= 



e-*F= g-^iFj,= e-^* V^\,. (390) 



*) Wo die analytischen Umformungen in der Form identisch sind 
mit denen der vorangehenden Seiten, erscheint es nicht notwendig, jeden 
Schritt mit der gleichen Ausführlichkeit anzugeben. 

") Bei den Anwendungen der Gleichung (387) können nicht alle 
Resultate übereinstimmen mit denen, die wir aus Gleichung (374) erhielten, 
weil 0p eine bekannte Funktion von Sp ist, während 0i als eine will- 
kürliche Funktion von £(, oder doch fast so behandelt werden muß. 
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Dies erfordert eine analoge Beziehung für kanonische Durch- 
schnittswerte 



0= e-^V\e= e-^rV^e=- e'^*V^ 



2 



9' 



Ferner wird 



d 01 



dsi 



= e-* 



d0^ 



/^f^*"'^^- 



(391) 



(392) 



Ist aber Wj > 2, so yerschwindet c*i ftir Fj = 0, ') und es wird 



d 



da 






e^^ d F„ 



J ds^ 



dV,. 



(393) 



F,= F,=sO 

Daher ist für n^ > 2 und ^3 >" ^ 



und 






d0t 



de^ 






rf^ 



de 



d0^ 



G 



dci 



d0^ 



e 



d Bu 



e 



(394) 



(395) 



Wir haben gewisse Energiefunktionen . des ganzen Systems 
verglichen mit Durchschnittswerten analoger Funktionen der 
kinetischen Energie des ganzen Systems, und mit Durchschnitts- 
werten analoger Funktionen der gesamten Energie eines Teil- 
systems. Ebenso können wir auch dieselben Funktionen mit 
Durchschnittswerten der kinetischen Energie eines Teilsystems 
vergleichen. 

Wir wollen die totalen, kinetischen und potentiellen 
Energien des ganzen Systems durch c, a^ und 6^ ausdrücken 
und die kinetischen Energien der Teile mit 6^^ und Cg be- 
zeichnen. Diese kinetischen Energien sind notwendig getrennt; 
in bezug auf die potentiellen Energien brauchen wir keine Vor- 
d.ussetzung zu machen. Die Phasenausdehnung innerhalb be- 
liebiger Grenzen, die durch €^, ß^^, «g^ ausgedrückt werden 
können, wird dann in den Bezeichnungen des achten Kapitels 
dargestellt durch das dreifache Integral 



/// 



dV^^dV^^dV^ 

\p 2p q 



^) Siehe achtes Kapitel, Gleichung (305) und (316). 
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genommen zwischen diesen Grenzen. Und wenn eine Gesamt- 
heit von Systemen mit gleichförmigei* Dichte innerhalb dieser 
Grenzen verteilt ist, so wird der Durchschnittswert einer 
Fonktion von e^, Cj^, Cgj? ausgedrückt durch den Quotienten 

SSI""'"'"'"'"'' 



m 



dV.pdV.^dV^ 



oder 



fffe^'-^dedV^^dV^ 



um den Durchschnittswert von u für eine mikrokanonische 
Verteilung zu erhalten, wählen wir als Grenzen 6 und s + de. 
In diesem Falle wird der Nenner e^ds, und wir haben 



u 



Fg=0 e,j, = 



= e 



2p 



(896) 



^o *ip» ^p ^^d V^ verbunden sind durch die Gleichung 



hp+ hp+ «9 = const = 6. 



Demgemäß wird 



Sq^e e^p ^^S—Sq 



e-^ip 



^ij.= «-*/ /^ip'^^„'^^, = «-*^> (397) 



Vq=0 etp-0 



und wir können schreiben 



e-^V=e'-^^pV^^,:=^e-^^pV^^ 



2 — 



= t^J-=i*«.^' (398) 



und daher auch 



= ^-*7e = .-*-r,^^ = .-^-F3^ö = ^«,^^ = ^63>.(399) 



2 — I 



Femer ist für »^ > 2 
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d0 



ip 



dei. 



d0. 



= ß- ^ r r ^^ e^iP dV dV 



F,=ü etp~0 



e^^e 



= ^-* 



/ 



de 



«Pp 



de. 



e/F = 



_ -,-* 



de 



d0 

de 



y,-o 



(400) 



Also, wenn n^ > 2 und n^ > 2 ist, 



d dl <Pij 



£^e 



de 



ip 



_d0^p 



de^p 



= (i ^^ - 1) «1 «" ^;e = (i ^2 - ^) «; 



2r'-(401) 



^0 



^ 



rf<Pl; 



de\e d fii 



_d0^ 



p 



e de^p 



e 



= (i "i - 1) hp-'\e = (i «2 - ^K-'le- (402 



Die auf den vorangehenden Seiten benutzten Methoden 
können wir nicht auf die mikrokanonischen Durchschnittswerte 
der (verallgemeinerten) Kräfte A^, A^ etc. anwenden, die von 
einem System auf äußere Körper ausgeübt werden, da diese 
Größen nicht Funktionen der Energien, weder der kinetischen 
noch der potentiellen, des ganzen oder eines Teilsystems sind. 
Wir können uns jedoch der auf S. 117 beschriebenen Methode 
bedienen. 

Denken wir uns eine Gesamtheit von Systemen in der 
Phase verteilt mit dem Wahrscheinlichkeitsexponenten 

wo c' eine beliebige Konstante ist, welches einen mögliche 
Energiewert darstellt, ausgenommen allein den kleinsten Wer^ 
der mit den Werten der äußeren Koordinaten verträglich is'fcj 
und c und to weitere Konstanten sind. Wir haben dann 



aUe (c-eO* 

C — ^ : 



/■/■ 

Phasen 



a>' 



dp^..,dq^ = 1, 



(403^ 



oder 



alle 



— c 



-/■■■/ 






dp^...dq^, 



(404) 



Phasen 



oder weiter 
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g-c =1 e "^ de. 



-f 



F=0 



Aus (404) erhalten wir 

_ aUe _ (c-cQ« 



de 
d 



«^9« 



Phasen 



^J2^^Ä. 



« "1 






00* 



de, 



v=o 



(405) 



(406) 



wo ^i|e den Durchschnittswert von Ä^ in denjenigen Systemen 
der Gesamtheit bezeichnet, welche alle dieselbe Energie € 
haben. (Er fallt zusammen mit dem Durchschnittswert von 
^ in einer mikrokanonischen Gesamtheit vod der Energie e.) 
Die Richtigkeit der Umformung leuchtet ein, wenn wir den Be- 
standteil jedes Integrals zwischen zwei unendlich wenig diflfe- 
rierenden Energiegrenzen für sich betrachten. Durch partielle 
Integration erhalten wir 



de 



— c 



(c-e')« 



d Ol 



= — lA^le 



CO' 



+ ^ 



£ = 00 

7=0 



c = oo 



F=0 



d0\ ^ 



(c-cO* 



Co' 



+ ^ 



* de 



de, 



(407) 



und durch Differentiation von (405) weiter 



de 



— c 



d Ol 



=/ 



£ = 00 

00 



(£-e')" 



CO* 



+ ^ 



_«'»2 



F=0 



doi 



de — 






+ ^ 



PA > (408) 

dai/F=o' ^ ' 



wo 6^ den kleinsten Wert von € bezeichnet, der mit den äußeren 
Koordinaten verträglich ist Das letzte Glied in dieser Gleichung 
stellt den Bestandteil von de~^lda. dar, welcher von der 
Änderung der unteren Grenze des Integrals herrührt. Man 
sieht, daß der eingeklammerte Ausdruck in (407) an der oberen 
Grenze verschwindet. An der unteren Grenze, an der e = 
ist und 6^ den kleinsten Wert besitzt, der mit den äußeren 
Koordinaten verträglich ist, wird das Durchschnittszeichen über 
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A^\e überflüssig, da es hier nur einen einzigen Wert yon A^^ gibt, 
der durch ^dejda^ ausgedrückt wird. Ausnahmen können 
allerdings vorkommen für spezielle Werte der äußeren Koor- 
dinaten, bei denen dB^jda^ eine endliche Zunahme erfährt 
und die Formel illusorisch wird. Solche speziellen Werte 
wollen wir bis auf weiteres außer acht lassen. Das letzte 
Glied von (408) ist daher gleich dem ersten Oliede auf der 
rechten Seite von (407). (Ist n > 2, so verschwinden offenbar 
beide wegen des Faktors g*.) 

Wir erhalten demnach aus diesen Gleichungen 






F= F= 

oder 



Im^^-'^-m'"'^*''"-o- 



F=0 



(409) 



Das heißt: der Durchschnittswert der unter der Hauptklammer 
stehenden Größe in der Gesamtheit ist Null. Dies muß für 
jeden Wert von ß> zutreffen. Verkleinem wir «, so wird der 
Durchschnittswert in der Klammer an der Grenze, wo co ver- 
schwindet, identisch mit dem Werte für % = c'. Dies kann 
jedoch jeder beliebige Energie wert sein, mit Ausnahme des 
kleinstmöglichen. Wir haben demnach 



de 



s 



d0 d 



+ ^.'i7-i^ = 0. (410) 



ausgenommen höchstens für den kleinsten mit den äußeren 
Koordinaten verträglichen Wert der Energie oder für besondere 
Werte der äußeren Koordinaten. Aber der Wert jedes Gliedes 
dieser Gleichung für besondere Werte der Energie und der 
äußeren Koordinaten unterscheidet sich nur unendlich wenig von 
seinem Werte für solche Werte der Energie und der äußeren 
Koordinaten, die diesen speziellen Werten unendlich nahe 
liegen. Die Gleichung gilt daher ohne Einschränkung. Multi- 
plizieren wir sie mit e*, so erhalten wir 



^^AAi 



de 



+ :^U*4^ = .*-^ = 4^ = ^. (411) 

' 1* de d (ti doi daids ^ ' 
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Das Integral dieser Gleichung ist 

WO F^ eine Funktion der äußeren Koordinaten ist. Eine 
Gleichung dieser Form erhalten wir für jede der äußeren 
Koordinaten. Dies ergibt, mit Hilfe von (266) für den voll- 
ständigen Wert des DiflFerentials von V 



dV = e^ dB + [e^ Ä^,- F^)da^ + [e^ A^\, ^ F^) d a^ + etc., (413) 
oder 



rfF= e^{dB + Ä^^da^ + Ä^,da^ + eiQ.) —F^da^ - i^2 rf a, - etc. (414) 

um die Werte der Funktionen F^j F^ etc. zu bestimmen, 
wollen wir annehmen, daß «j, a^ etc. willkürlich variieren, 
während sich 6 so ändert, daß es immer den kleinsten Wert 
annimmt, der mit den äußeren Koordinaten verträglich ist. 
Dies ergibt F = und c? F= 0. Ist w < 2, so haben wir außer- 
dem e^ — Oj woraus folgt 

i^;=rO, i^a = 0, etc. (415) 

Das gleiche Eesultat gilt für jeden Wert von n. Denn bei 
den betrachteten Änderungen ist die kinetische Energie be- 
ständig Null, und die potentielle Energie besitzt den kleinsten 
Wert, der mit den äußeren Koordinaten verträglich ist. Die 
Bedingung der minimalen potentiellen Energie kann die Ge- 
samtheit in jedem Augenblick auf eine einzige Konfiguration 
beschränken, oder kann dies nicht tun; in jedem Falle aber 
werden die Werte von J^, Ä^ etc. in jedem Augenblicke für 
alle Systeme der Gesamtheit dieselben sein^), und die Gleichung 

dB + Ä^ da^ + Ä^ da^ + etc. = 

gilt für die betrachteten Änderungen. Also verschwinden die 
Funktionen F^, F^ etc. in jedem Falle, und wir haben die 
Gleichung 

*) Dieser Satz kann, wie schon erwähnt, für spezielle Werte der 
äußeren Koordinaten Ausnahmen haben. Dies beeinträchtigt aber nicht 
unseren Beweisgang, der es mit veränderlichen Werten der äußeren 
Koordinaten zu tun hat. 

GiBB8| statistische Mechanik. 9 
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oder 



d V= e^de + e^A^^da^ + e^A^^.da^ + etc., (416) 



dlogV = 



de + Äieda^ + Aieda^ + etc. 



-0 



(417) 



oder endlich 

de = e'^Vdlog V- Ä^\eda^ — ^,eda^ - etc. (418) 

Man wird bemerken, daß die beiden letzten Gleichungen die 
Form der fundamentalen Difierentialgleichungen der Thermo- 
dynamik haben, wobei e-^V der Temperatur und log V der 
Entropie entspricht Wir haben bereits Eigenschaften der 
Funktion e-*F kennen gelernt, die eine Analogie mit det 
Temperatur vermuten lassen.^) Die Bedeutung dieser Tatsacb-eii 
wird in einem späteren Kapitel behandelt werden. 

Die beiden letzten Gleichungen könnten einfacher fi®' 
schrieben werden 

j rr d e + ÄtledOi + Aqeda» -h etc. 
«^= ■ Z-^ » 

de = e~^ d V — A^lgda^ — A^gda^ — etc., 

und dabei ihre Analogie mit den thermodynamischen Gt^^" 
chungen beibehalten, aber e- * besitzt nicht die gleiche Analo^^® 
mit der Temperatur, wie wir sie bei «-* F bemerkt haben,. 



') Siehe neuntes Kapitel S. 112, in diesem Kapitel auch S. 120. 



Elftes Kapitel. 

Maximums- und Minimumseigenschaflen verschiedener 

Pliasenverteiiungen. 

In den folgenden Lehrsätzen nehmen wir wie stets an, daß 
die eine Gesamtlieit bildenden Systeme in ihrer Beschaffenheit 
und in den Werten der äußeren Koordinaten, die hier als 
Konstanten angesehen werden, identisch sind. 

Satz L Ist die Gesamtheit von Systemen in der Phase 
so verteilt, daß der Wahrscheinlichkeitsexponent eine Funktion 
der Energie ist, so ist der Durchschnittswert des Exponenten 
kleiner als bei jeder anderen Verteilung, in der die Energie- 
verteilung dieselbe ist. 

Bezeichnen wir mit rj den Exponenten, der eine Funktion 
der Energie ist, und mit ri + Arj jeden anderen, der dieselbe 
Energieverteilung ergibt Dann ist zu beweisen, daß 

alle alle 

1*. . ,J[ri + A rj)e'i-^^v dp^...dq^> j .. .frjev dp^... dq^, (419) 

Phasen Phasen 

WO f] eine Funktion der Energie und A rj eine Funktion der Phase 
ist, und diese Funktionen den Bedingungen unterliegen, daß 

alle alle 

r. . . Cev+'^v dp^...dq^= f. . . Cev dp^ . . . dq^ = 1 , (420) 

Phasen Phasen 

und daß für jeden Wert s der Energie 

I ... I e^+^^i dpy^ ,,.dq^=i j '" l ^"^ dp^. . ,dq^, (421) 



e=e' c=e' 



Gleichung (420) drückt die allgemeinen Beziehungen aus, denen 

9* 
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f] uDd fj + jdf] genügen müssen, um Exponenten irgend welcher* 
Verteilungen zu sein, und (421) die Bedingung, daß sie die- 
selbe Energieverteilung ergeben. 

Da 17 eine Funktion der Energie und daher innerhalb der 
Integrationsgrenzen von (421] als eine Konstante anzusehen ist, 
können wir auf beiden Seiten mit rj unter dem Integralzeichen 
multiplizieren und erhalten 



e=e' easc' 



Da dies zwischen den angegebenen Grenzen gilt, und zwar 
für jeden Wert von 6', so muß es auch gelten, wenn die Inte- 
grale über alle Phasen ausgedehnt werden. Wir können dem- 
nach die entsprechenden Bestandteile auf beiden Seiten von (41 9^ 
gegeneinander heben; dies ergibt 

alle 

f,..Jjf]ev+^vdp^...dq^ > 0. (422) 

Phasen 

Aber nach (420) ist dies gleichbedeutend mit 

alle 

r. . . C{J n e^»/ + 1 - e^^i) eidp^,,.dq^> 0. (423) 

Phasen 

Nun istJ^y^^'^ + l— c^*» eine abnehmende Funktion von Ari 
für negative Werte von Arj und eine zunehmende Funktion 
von Afj für positive Werte von Af], Sie verschwindet für 
Afj=iO. Der Ausdruck ist demnach negativer Werte un- 
fähig und kann den Wert nur für Af] = annehmen. Die 
Ungleichheit (423) gilt daher, mit Ausnahme von Af] = 0, für 
alle Pasen. Der Satz ist also bewiesen. 

Satz IL Ist eine Gesamtheit von Systemen kanonisch in 
der Phase verteilt, so ist der mittlere Wahrscheinlichkeits- 
exponent kleiner als bei jeder anderen Verteilung der Gesamt- 
heit mit derselben durchschnittlichen Energie. 

Für die kanonische Verteilung sei der Exponent [yj — a)/©, 
für jede andere mit derselben Durchschnittsenergie aber 
{xp — BJlO + Ar], wobei Arj eine beliebige Funktion der Phase 
und nur der im Begriffe des Exponenten liegenden Beschränkung 
unterworfen ist, daß 
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alle y ~* « i *^ö ip — e 

j ... l e dp^ ,i,dq^=l,..le dp^ . . . c? g'^ = 1, (424) 



Phasen Phasen 

soiirie der^ die sich auf die konstante Durchschnittsenergie be- 
zieht, nähmlich 

alle yf — 8 alle ip " s 

I ,.. j ae dp^ ,,,dq^^l...lee dp^ • • • ^ ^n* (^25) 

E^liasen Phasen 

Es ist zu beweisen, daß 

alle tp — e 

^luwen 

alle yf — e 



> (426) 



Phasen 



^un können wir vermöge der ersten Bedingung (424) das 
konstante Glied yj j in den Klammern von (426) streichen, 
^nd vermöge der zweiten Bedingung (425) auch das Grlied e/©. 
Ber zu beweisende Satz reduziert sich also auf 

alle w — e . 

/r "~0 — ^ 
... \ Arje dp^ ...dq^^O 

Phasen 

and kann vermöge der Bedingung (424) geschrieben werden 

alle yj — e 

f. . .f{/i fje^v + 1 ^ e^v) e ^ dp^...dq^> 0. (427) 

Phasen 

In dieser Form ist seine Gültigkeit einleuchtend aus den- 
selben Gründen, die bei (423) zur Anwendung kamen. 

Satz IIL Ist irgend eine positive Konstante, so ist 
der Durchschnittswert des Ausdrucks rj + a/O (wobei rj wie ge- 
wöhnlich den Wahrscheinlichkeitsexponenten und e die Energie 
bezeichnet) in einer Gesamtheit kleiner, wenn die Gesamtheit 
kanonisch mit dem Modul verteilt ist^ als bei irgend einer 
anderen Verteilung. 

Unserer gewöhnlichen Bezeichnung gemäß wollen wir mit 
(t^ — 6) / den Exponenten der kanonischen Verteilung be- 
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zeichnen. Für irgend eine andere Verteilung soll der Exponent 
durch (i/; — €)/0 + J^ ausgedrückt werden. 

In der kanonischen Gesamtheit hat i] + e / den kon- 
stanten Wert t///0; in der anderen Gesamtheit hat es den 
Wert tp 1 + Jf}. Der zu beweisende Satz kann demnach 
geschrieben werden 

alle yj — 8 

^■<I---I(e + ^")'~^ " dp,...dq„, (428) 

Phasen 

wenn gleichzeitig 

alle xp — e alle tp — e 

l ,,, I e dp^ ,,,dq^= I .,, l e dp^ ,,,dg^== 1 . (429) 

Phasen Phasen 

Vermöge dieser Bedingung reduziert sich, da i/;/@ konstant 
ist, der zu beweisende Satz auf 

alle rp — 8 

0<C,.,Cj7]e^ dq^,.,dp^y (480) 

Phasen 

worauf der Beweis wie bei dem vorigen Satze zu Ende geführt 
werden kann. 

Würden wir in den vorangehenden Lehrsätzen statt der 
Energie irgend eine andere Phasenfunktion einsetzen, so würden 
die Lehrsätze mutatis mutandis noch ihre Gültigkeit, behalten. 
Bei der allgemeinen Bedeutung der Energie als Phasenfunktion 
sind die hier gegebenen Lehrsätze, besonders bemerkenswert 
Ist der Fall derart, daß andere Funktionen der Phase wichtige 
Eigenschaften in bezug auf das statistische Gleichgewicht haben, 
wie sie im vierten KapiteP) angegeben wurden, so können die 
drei folgenden Sätze, welche die vorangehenden verallgemeinern, 
von Nutzen sein. Es wird genügen, sie ohne Beweisführung 
anzugeben, da sich die zugrunde liegenden Prinzipien in keiner 
Hinsicht von den vorigen unterscheiden. 

Satz IV. Ist die Gesamtheit von Systemen so in der 
Phase verteilt, daß der Wahrscheinlichkeitsexponent eine Funk- 
tion von F^, F^ etc. ist (wobei diese Buchstaben Phasenfunk- 



1) Siehe S. 36—40. 
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tioneB bezeichnen), so ist der Durchschnittswert des Exponenten 
kleiner als bei irgend einer anderen Phasenverteilung, bei der 
die Verteilung in bezug auf die Funktionen F^, F^ etc. die- 
selbe ist. 

Satz V, Ist eine Gesamtheit von Systemen so in der 
Phase verteilt, daß der Wahrscheinlichkeitsexponent eine 
lineare Funktion von\Fi, F^ etc. ist (wobei diese Buchstaben 
Phasenfunktionen bezeichnen) so ist der Durchschnittswert des 
Exponenten kleiner als bei irgend einer anderen Verteilung, 
bei der die Funktionen F^, F^ etc. dieselben Durchschnittswerte 
haben. 

Satz VI. Der Durchschnittswert von rj + F in einer Ge- 
samtheit von Systemen (wobei tj wie gewöhnlich den Wahr- 
scheinlichkeitsexponenten und F eine beliebige Phasenfunktion 
bezeichnet) ist in dem Falle, wo die Gesamtheit so verteilt ist, 
daß r] + F konstant ist, kleiner als bei irgend einer anderen 
Verteilung. 

Satz VII. Besteht ein System, das in seinen verschiedenen 
Phasen eine Gesamtheit bildet, aus zwei Teilen, und betrachten 
wir den durchschnittlichen Wahrscheinlichkeitsexponenten für 
das ganze System, sowie auch die Durchschnittsexponenten für 
jeden der einzelnen Teile, so ist die Summe der Durchschnitts- 
exponenten für die Teile entweder kleiner als der Durchschnitts- 
exponent für das ganze System, oder diesem gleich, keines- 
falls aber größer. Der Grenzfall der Gleichheit tritt ein, wenn 
die Phasenverteilung jedes Teilsystems unabhängig von der des 
anderen ist, und nur in diesem Falle. 

Die Koordinaten und Impulse des ganzen Systems seien 
9i"'9ny Pi^" 'Pn^ wovon ^i • • . ^«, J»i , . . . jo« sich auf den einen 
Teil des Systems beziehen und 5'^ + i,...5'„, Pm-i-if-Pn ^^^ 
den anderen. Wird der Wahrscheinlichkeitsexponent für das 
ganze System mit rj bezeichnet, so wird die Wahrscheinlichkeit, 
daß die Phase eines beliebigen Systems zwischen gegebenen 
Grenzen liegt, ausgedrückt durch das Integral 

J...jevdp^...dq^, (431) 

genommen für diese Grenzen. Setzen wir 

J. . .Jev dp^^^. .^dp^dq^^^... dq^ = e^^, (482) 
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wo die Integrationen alle Phasen des zweiten Systems um- 
fassen^ und 

j . . . J e"^ dp^.,. dp^dq^ • • • ^^ ^m = «^''S (433) 

wo die Integrationen sich über alle Phasen des ersten Systems 
erstrecken, so reduziert sich das Integral (431) auf die Form 

J . . . j e'i^ dp^.., dp^dq^ --^q^^ .(^34) 

wo die Grenzen in den Koordinaten und Impulsen des ersten 
Teilsystems ausgedrückt werden können. Dasselbe Integral 
reduziert sich auf 

f.^'jev^dp^^^..,dp^dq^^^...dq^, (435) 

wo die Grenzen in den Koordinaten und Impulsen des zweiter^ 
Teilsystems ausgedrückt werden können. Es leuchtet ein, daß 
1^1 und fj^ die Wahrscheinlichkeitsexponenten flir die beidei^ 
Teile des Systems einzeln sind. 

Der zu beweisende Hauptsatz kann geschrieben werdex^ 

/• • 'fvi e^f- dp^...dq^+J,. .Jf]^ ev*dp^^^...dq^ | 

> (436^ 
^J"'fve'^dp^..,dq^ 1 

wo das erste Integral über alle Phasen des ersten Teilsystems, 
das zweite Integral über alle Phasen des zweiten Teilsystems 
und das letzte Integral über alle Phasen des ganzen Systems 
zu erstrecken ist Nun haben wir 

r. . . fev dp^ ,,.dq^ = l, (437) 

r. . . Cevi dp^ ...dq^=: l, (438) 

und 

J...Jev*dp^^^.,.dq^=l, (439) 

wo die Integrale in jedem Falle alle Phasen umfassen, zu 
welchen die Variabelen gehören. Die beiden letzten Glei- 
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chnngen^ die an sich einleuchtend sind, können auch durch 
partielle Integration aus der ersten abgeleitet werden. 

Aus den Definitionen von 17^ und rj^ geht hervor, daß 
(436) auch geschrieben werden kann 

\ \ ) (440) 

oder 

J'"j{V — 'ni—rj2)e'fdp^...dq^^0, 

WO die Integrationen sich über alle Phasen erstrecken« Fügen 
wir die Gleichung 

J...ßevi+v.dp^...dq^= 1, (441) 

hinzu, die wir durch Multiplikation aus (438) und (439) ge- 
winnen, und subtrahieren (437), so erhalten wir für den zu 
beweisenden Satz die Form 

alle 

/• • -/[(^ - ^1 - V2) ^"^ + «''*"*"'• -ev]dp^...dq^^O. (442) 

Phasen 

Ks sei 

u = f] — Vi — %' (448) 

Dann kann der zu beweisende Hauptsatz geschrieben werden 

alle 
f. . . r(M ^« + 1 — e") ^'?i+'?« dp^,..dq^^O. (444) 

Phasen 

Dies ist offenbar richtig, da die Größe in den Klammern 
negative Werte nicht annehmen kann.^) Femer gilt das 
Zeichen = nur, wenn die Größe in den Klammem flir alle 
Phasen verschwindet, d. h. wenn für alle Phasen m = ist 
Dies ergibt rj = rjy^ + V2 ^^ ^^^ö Phasen als die analytische 
Bedingung dafür, daß die Phasenverteilungen der beiden Teile 
des Systems voneinander unabhängig sind. 



*) Siehe Satz I, wo dies von einem ähnlichen Ausdruck bewiesen wird. 
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Satz VIIL Werden zwei oder mehr Gesamtheiten von 
Systemen, die von identischer Beschaffenheit sind, aber in der 
Phase verschieden verteilt sein können, so zu einer einzigen 
Gesamtheit vereinigt, daß der Wahrscheinlichkeitskoeffizient 
der entstehenden Gesamtheit eine lineare Funktion der Wahr- 
scheinlichkeitskoeffizienten der ursprünglichen Systeme darstellt, 
so kann der durchschnittliche Wahrscheinlichkeitsexponent der 
neuen Gesamtheit nicht größer sein als dieselbe lineare Funktion 
der Durchschnittsexponenten der ursprünglichen Gesamtheiten. 
Er kann nur dann gleich groß sein, wenn die ursprünglichen 
Gesamtheiten die gleiche Phasenverteilung besitzen. 

Es seien P^, P^ etc. die Wahrscheinlichkeitskoeffizienten 
der ursprünglichen Gesamtheiten, P der Koeffizient der 
durch Vereinigung aller entstehenden Gesamtheit, und iV^, 
iVg etc. die Anzahlen der Systeme in den ursprünglichen Ge- 
samtheiten. Dann haben wir offenbar 

P^c^P^ + c^P^ + etc. = 2(^1 Pi), (445) 

wo 

Cj = ^"iVi' » ^2 = ig^Vi' ' ®^^' (446) 

Der zu beweisende Hauptsatz verlangt nun, daß 

alle alle 

J...JPlogPrfj0i...rf5'„^2 c^j...j P^\ogP^dp^...dq^ ,(447 

Phasen Phasen 

oder 

alle 

/• • -/[^K -Pi logPi) - P\ogF]dp,.. . dq^ S 0. (448) 

Phasen 

Setzen wir 

q, = P, logP, - P, logP - P^ + P, 

so ist Q^ positiv, außer wenn es für P^^ P verschwindet. Um 
dies zu beweisen, können wir P^ und P als beliebige positive 
Größen betrachten. Dann ist 

|^ = logP,-logP, 

d'Qx_ 1 
ÖP,« P, ■ 
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Da Qi und dQ^jd P^ für P-^^^ P verschwinden, und der zweite 
Diflferentialquotient stets positiv ist, so muß Q^ positiv sein, 
außer wenn Pi = P ist. Also, wenn Q^ , Q^ etc. analog definiert 
werden, 

^{c^Q,)^0. (449) 

Da aber 

und 

2^1 = 1 ist^ 
so ist 

2 («'i Qi) = 2 (''i Pi log ^i) - i' log P ^ 0. (450) 

Hierdurch wird (448) bewiesen und gezeigt, daß das Zeichen = 

nur gilt, wenn 

Pj = P, Pg := P, etc. 

für alle Phasen, d. h. nur, wenn die Phasenverteilungen der 
ursprünglichen Gesamtheiten alle identisch sind. 

Satz IX. Eine gleichförmige Verteilung einer gegebenen 
Anzahl von Systemen innerhalb gegebener Phasengrenzen er- 
gibt einen kleineren durchschnittlichen Exponenten der Phasen- 
wahrscheinlichkeit als jede andere Verteilung. 

Bezeichnen wir mit rj den konstanten Exponenten der 
gleichförmigen Verteilung und mit rj + jdrj den Exponenten 
irgend einer anderen Verteilung. Da die Anzahl der Systeme 
innerhalb der gegebenen Grenzen bei beiden Verteilungen die- 
selbe ist, so haben wir 

wobei diese Integrationen wie die folgenden zwischen den ge- 
gebenen Grenzen zu nehmen sind. Den zu beweisenden Satz 
können wir schreiben 

J. . .J{rj + Jf])ev+^v dp^,., dq^ > j. . .Jrie^ dp^.., dq^^, (452) 

oder, da rj konstant ist, 

f'''f{f] + ^v)e'^'^dp^,..dq^>j,..j7]dp^...dq^. (453) 

In (451) können wir den konstanten Faktor e' auf beiden Seiten 
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streichen und mit dem konstanten Faktor {rj + 1) multiplizieren. • 
Dies ergibt 

Durch Subtraktion dieser Gleichung wird die zu beweisende 
Ungleichheit nicht geändert und kann somit geschrieben werde 



\ *"J[^n — ^)^^^ dP\"dq^ ^J ' J ~ dPi'-d^ny 
oder 

[...[{Arje^n -^e^v + \)dp^,,,dq^ > 0. (45^*=;> 



Da die Parenthese in diesem Ausdruck einen positiven Wei 
darstellt und nur für J^ = verschwindet, so wird das Int^ — 
gral positiv sein, sofern nicht etwa A ri innerhalb der Grenze: 
überall verschwinden sollte, wodurch die Verschiedenheit d^: 
beiden Verteilungen aufgehoben würde. Unser Satz ist soi 
bewiesen. 



Zwölftes Kapitel. 

über die Bewegung von Systemen und Gesamtheiten von 

Systemen in langen Zeiten. 

Eine wichtige Frage in bezug auf einen beliebigen Fall 
dynamischer Bewegung ist die folgende: ob das betrachtete 
System im Laufe der Zeit in seine anfängliche Phase zurück- 
kehren werde oder, wenn nicht gerade genau in dieselbe Phase, 
so doch im Verlauf einer genügend langen Zeit bis zu jedem 
verlangten Q-rade der Annäherung. Um solche Fragen wenigstens 
teilweise beantworten zu können, müssen wir etwas von der 
dynamischen Natur des Systems wissen. Im folgenden Theorem 
ist die einzige diesbezügliche Annahme von der Art, wie wir 
sie für die Existenz der kanonischen Verteilung notwendig 
fanden. 

Denken wir uns eine Gesamtheit von gleichartigen Systemen 
mit gleichförmiger Dichte über irgend eine endliche Phasen- 
ausdehnung verteilt, so wird die Anzahl der Systeme, welche 
die Phasenausdehnung verlassen und im Laufe der Zeit nicht 
wieder zu ihr zurückkehren, kleiner sein als irgend ein angeb- 
barer Bruchteil der ganzen Anzahl, vorausgesetzt, daß die 
totale Phasenausdehnung der zwischen zwei Grenzwerten der 
Energie liegenden Systeme endlich ist, wobei diese Grenz- 
werte kleiner bezw. größer sein sollen als alle Energien in der 
betrachteten Phasenausdehnung. 

Um dies zu beweisen, gehen wir davon aus, daß die Systeme 
in dem Augenblicke, den wir den Anfangspunkt nennen, die ge- 
gebene Phasenausdehnung erfüllen. Es leuchtet ein, daß einige 
Systeme* die Ausdehnung sofort verlassen müssen, wenn nicht 
alle für immer darin verbleiben. Die Systeme, welche die 
Ausdehnung im ersten Augenblicke verlassen, wollen wir die 
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Front der Gesamtheit nennen. Von dieser Front werden wir 
passend sagen können^ sie erzeuge die Phasenaosdehnang, durch 
die sie sich im Laufe der Zeit bewegt, wie man in der 
Geometrie sagt, die Oberfläche erzeuge das Volumen, durch 
das sie sich bewegt In gleichen Zeiten erzeugt die Front 
gleiche Phasenausdehnungen. Dies ist eine unmittelbare Folge 
des Prinzips von der Erhaltung der Phasenausdehnung ^ sofern 
wir es nicht etwa vorziehen, es nur als einen etwas veränder- 
ten Ausdruck dieses Prinzips anzusehen. In zwei gleich 
kurzen Zeitintervallen seien die erzeugten Ausdehnungen Ä 
und B, (Wir wählen die Intervalle kurz, nur um Komplika- 
tionen in der Formulierung oder Interpretation des Satzes zu 
vermeiden, die dadurch entstehen würden, daß dieselbe Phasen- 
ausdehnung mehr als einmal in dem betrachteten Intervall er- 
zeugt würde.) Denken wir uns nun in einem gegebenen 
Augenblick Systeme über die Ausdehnung Ä verteilt, so 
werden offenbar dieselben Systeme nach einer gewissen Zeit 
die Ausdehnung B einnehmen, welche daher vermöge des an- 
geführten Satzes gleich Ä ist. Die Front der Gesamtheit wird 
demnach fortgesetzt in gleichen Zeiten gleiche Ausdehnungen 
erzeugen. Aber diese Ausdehnungen sind in einer endlichen 
Ausdehnung enthalten, in der nämlich, die durch gewisse 
Grenzwerte der Energie begrenzt ist. Früher oder später muß 
demnach die Front Phasen erzeugen, die sie schon einmal er- 
zeugt hat. Eine solche zweite Erzeugung derselben Phasen 
muß mit den Anfangsphasen beginnen. Wenigstens ein Teil 
der Front muß darum wieder zur ursprünglichen Phasenaus- 
dehnung zurückkehren. Dasselbe gilt natürlich von dem Teile 
der Gesamtheit, der diesem Teile der Front zu einer späteren 
Zeit durch dieselben Phasen folgt 

Es bleibt nun noch zu untersuchen, wie groß der Teil der 
Gesamtheit ist, der zu der ursprünglichen Phasenausdehnung 
zurückkehren wird. Es kann keinen Teil der gegebenen 
Phasenausdehnung geben, dessen Systeme die Ausdehnung ver- 
lassen und nicht wieder zurückkehren. Denn für jeden einzelnen 
Teil der Ausdehnung können wir wie für die ganze beweisen, 
daß wenigstens ein Teil der austretenden Systeme zurück- 
kehren muß. 

Die gegebene Phasenausdehnung können wir folgender- 
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maßen in Teile zerlegen. Es kann Teile geben, deren Systeme 
niemals aus ihnen herauskommen. Diese Teile können allerdings 
das Ganze der gegebenen Ausdehnung ausmachen. Ist aber die 
gegebene Ausdehnung sehr klein, so werden solche Teile im 
allgemeinen nicht vorhanden sein. Es kann Teile geben, deren 
Systeme sämtlich die gegebene Ausdehnung verlassen und 
sämtlich wieder in sie zurückkehren. Die ganze gegebene 
Phasenausdehnung besteht aus diesen beiden Arten von Teilen. 
Hierdurch wird die Möglichkeit von Phasen an den Grenzen 
dieser Teile nicht ausgeschlossen, für welche Systeme, die von 
diesen Phasen ausgehen, die Ausdehnung verlassen und niemals 
wieder zurückkehren. Aber bei der angenommenen Verteilung 
einer Gesamtheit von Systemen mit gleichförmiger Phasendichte 
würden solche Systeme keinen angebbaren Bruchteil der ganzen 
Anzahl ausmachen. 

Diese Unterscheidungen lassen sich durch ein sehr ein- 
faches Beispiel veranschaulichen. Betrachten wir die Bewegung 
eines starren Körpers, der an einem Pimkte befestigt ist und 
keinen Kräften unterliegt, so finden wir drei Fälle: 1. Die 
Bewegung ist periodisch. 2. Das System wird niemals zu 
seiner ursprünglichen Phase zurückkehren, aber ihr unendlich 
nahe kommen. 3. Das System wird niemals weder genau noch 
angenähert zu seiner ursprünglichen Phase zurückkehren. Be- 
trachten wir aber irgend eine, wenn auch noch so kleine 
Phasenausdehnung, so wird ein diese Ausdehnung verlassendes 
System zu ihr zurückkehren mit Ausnahme des Falles, den 
Poinsot „Singular'^ nennt, wo nämlich die Bewegung in einer 
Botation um eine Achse in einer von zwei Ebenen besteht, 
die relativ zu dem starren Körper eine feste Lage besitzen. 
Aber alle diese Phasen erfüllen keine wirkliche Phasenaus- 
dehnung in dem Sinne, in dem wir diesen Ausdruck definiert 
und gebraucht haben. ^) 

In derselben Weise läßt sich zeigen, daß die Systeme 
in einer kanonischen Gesamtheit, die in einem gegebenen 



*) Eine Gesamtheit von Systemen, die in der Phase verteilt sind, 
ist ein weniger einfacher und elementarer Begriff als ein einzelnes System. 
Aber bei der Betrachtung von entsprechenden Gesamtheiten an Stelle 
von einzelnen Systemen können wir uns der Unbequemlichkeit entziehen, 
Ausnahmen betrachten zu müssen, die durch besondere Fälle der In- 



^ktr-.- 
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Augenblick in einer endlichen Phasenausdehnung enthalten 
sind; wenn sie diese verlassen, im allgemeinen zu ihr zurück- 
kehren werden, wobei die Zahl der Ausnahmen, d. h. die An- 
zahl derer, welche die Phasenausdehnung verlassen und nicht 
zu ihr zurückkehren, kleiner ist als irgend ein angebbarer 
Bruchteil der ganzen Anzahl. Mit anderen Worten, die Wahr- 
scheinlichkeit, daß wenn man aus dem Teil einer kanonischen 
Gesamtheit, der in einer gegebenen Phasenausdehnung ent- 
halten ist, ein System willkürUch herausgreift, dieses System 
die Ausdehnung verläßt und nicht zu ihr zurückkehrt, ist Null 
Ein ähnliches Theorem kann in bezug auf eine* mikro- 
kanonische Gesamtheit ausgesprochen werden. Betrachten wir 
den Bruchteil einer solchen Gesamtheit, der innerhalb gegebener 
Phafiengrenzen liegt. Diesen Bruchteil bezeichnen wir mit /. 
Er ist augenscheinlich in der Zeit konstant, da sich die Gre- 
samtheitjijj statistischem Gleichgewichte befindet. Die Systeme 
innerhalb der Grenzen werden im allgeiseinen nicht dieselben 
bleiben, sondern einige werden in jeder Zeiteinheit aus ihnen 
austreten, während eine gleiche Anzahl eintreten wird. Einige 
können austreten, um nie wieder in das Gebiet zurückzu- 
kehren. Aber die Anzahl derer, die in einer wenn auch langen 
Zeit das Gebiet verlassen, um nicht wieder zurückzukehren, 
steht in keinem endlichen Verhältnis zu der Anzahl innerhalb 
der Grenzen in einem gegebenen Augenblicke. Im andern 
Falle nämlich sei f der Bruch, der dieses Verhältnis für die 
Zeit T darstellt. In der Zeit T steht dann die Anzahl der 
Systeme, welche austreten, um nicht zurückzukehren, zu der 
ganzen Anzahl der Gesamtheit in dem Verhältnis fF, und in 
einer TjifF) überschreitenden Zeit würde die Zahl der das 
Gebiet verlassenden und nicht wieder zurückkehrenden Systeme 

tegrale der Bewegung entstehen, da diese FfiUe einfach verschwinden) 
wenn die Gesamtheit an Stelle des einzelnen Systemes Gegenstand der 
Untersuchung ist. Dies gilt besonders, wenn die Gesamtheit, wie in dem 
kanonischen Falle, über eine Phasenausdehnung verteilt ist. In geringerem 
Grade gilt es für die mikrokanonische Gesamtheit, die keine Phasen- 
ausdehnung erfüllt (in dem Sinne, in dem wir den Ausdruck gebraucht 
haben), wenn es auch bequem ist, sie als einen Grenzfall von Gesamt- 
heiten mit endlicher Phasenausdehnung zu betrachten, da wir so für sie 
einen Teil der analytischen Einfachheit gewinnen, welche die Theorie der 
Gesamtheiten von wahrer Phasenausdehnung aufweist. 
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die totale Anzahl der Systeme in der Gesamtheit übersteigen. 
Der Satz ist somit bewiesen. 

Dieser Beweis paßt auch auf die vorher betrachteten Fälle 
und kann als einfacher gelten als der dort gegebene. Er kann 
auch auf jeden wahren Fall des statistischen Gleichgewichtes 
angewandt werden, unter einem wahren Falle statistischen 
Gleichgewichtes verstehen wir einen FaU, der definiert werden 
kann durch den allgemeinen Wert der Wahrscheinlichkeit, 
daß ein beliebiges System der Gesamtheit innerhalb gegebener 
Phasengrenzen eingeschlossen ist. ^] 



^) Eine Gesamtheit, deren Systeme materielle Punkte sind, die ge- 
zwungen sind, sich in vertikalen Kreisen zu bewegen, und deren Energie 
gerade ausreicht, sie bis auf die höchsten Punkte zu heben, kann kein 
wahres Beispiel statistischen Gleichgewichtes sein. Denn für jeden anderen 
Energiewert als den erwähnten kritischen könnten wir auf verschiedene 
Weise eine Gesamtheit in statistischem Gleichgewicht definieren, während 
dies, auf den kritischen Eijergiewert angewandt, nicht geschehen könnte. 
Würden wir uns also die Gesamtheit so verteilt denken, daß die Wahr- 
scheinlichkeit dafür, daß ein System sich in einem gegebenen Teile des 
Elreises befmdet, der Zeit proportial ist, die ein einzelnes System in 
diesem Teile zubringt, wobei eine Bewegung in jeder Richtung gleich 
möglich sein soll, so würden wir damit in vollem Sinne eine Verteilung 
statistischen Gleichgewichtes definieren für jeden Energiewert mit Aus- 
nahme des oben erwähnten kritischen; fär diesen Energiewert jedoch 
würden alle in Frage stehenden Wahrscheinlichkeiten verschwinden, so- 
fern nicht der höchste Punkt in dem betrachteten Teil des Kreises ent- 
halten ist, in welchem Falle die Wahrscheinlichkeit gleich Eins ist, oder 
eine seiner Grenzen bildet, in welchem Falle die Wahrscheinlichkeit un- 
bestimmt ist. Vgl. die Fußnote auf S. 120. 

Ein noch einfacheres Beispiel liefert die gleichförmige Bewegung 
eines materiellen Punktes auf einer geraden Linie. Hier ist die Un- 
möglichkeit des statistischen Gleichegwichtes nicht auf eine spezielle 
Energie beschränkt, und sowohl die kanonische wie die mikrokanonische 
Verteilung ist unmöglich. 

Diese Beispiele sind hier angeführt worden, um zu zeigen, welche 
Vorsicht die Anwendung des obigen Satzes erfordert, wobei es auf die 
Beantwortungder Frage ankommt, ob wir es mit einem wahren Falle des 
statistischen Gleichgewichts zu tun haben. 

Ein anderer Punkt, in bezug auf den Vorsicht geboten, ist der, daß 
der Teil einer Gesamtheit, von welchem der Satz von der Rückkehr 
der Systeme aufgestellt ist, vollständig durch die Grenzen bestimmt 
sein muß, in denen er enthalten ist, und nicht durch eine Bedingung der 
Art, daß eine gewisse Phasenfunktion einen gegebenen Wert haben soll. 
Dies ist erforderlich, damit der Teil der betrachteten Gesamtheit einen an- 

GiBBS, statistische Mechanik. 10 
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Untersuchen wir nun^ ob etwa eine Gesamtheit von iso- 
lierten Systemen im Laufe der Zeit eine Tendenz zu einem 
Zustande statistischen Gleichgewichtes besitzt 

Es gibt gewisse Phasenfunktionen, die in der Zeit kon- 
stant sind. Die Verteilung der Gesamtheit in bezug auf die 
Werte dieser Funktionen ist notwendig unveränderlich, d. h- 
die Anzahl von Systemen innerhalb beliebiger Grenzen^ die 
mittels dieser Funktionen definiert werden können^ kann sich 
im Laufe der Zeit nicht ändern. Die Phasenverteilung^ die, 
ohne diese Bedingung zu verletzen j den kleinsten Wert des 
durchschnittlichen Wahrscheinlichkeitsexponenten fj der PhÄse 
ergibt^ ist eindeutig bestimmt und eine solche, in welcher der 
Wahrscheinlichkeitsexponent rj eine Funktion der erwähniiöii 
Funktionen ist^) Es ist daher eine permanente Verteilung^ 
und zwar die einzige permanente Verteilung, die verträglich is'k 
mit der unveränderlichen Verteilung in bezug auf die PhasöH- 
funktionen, die in der Zeit konstant sind. 

Es hätte demnach den Anschein, als ob wir eine Art MIö^ 
für die Abweichung einer Gesamtheit vom statischen Gleiob* 
gewicht finden könnten in dem Überschuß des DurchschmirfcS"" 
exponenten über das Minimum, das mit der Bedingung von d^^ 
Unveränderlichkeit der Verteilung in bezug auf die konstanfc^öici 
Phasenfunktionen verträglich ist. Wir haben jedoch geseh^' 
daß der Wahrscheinhchkeitsexponent für jedes System der 
samtheit in der Zeit konstant ist. Der Durchschnittsexpon^^i^'' 
ist demnach konstant, und nach dieser Methode finden wir keix^^ 
Annäherung an das statistische Gleichgewicht im Laufe der Z^i'*'' 

und doch müssen wir hier große Vorsicht üben. Ei:»^^ 



gebbaren Bruchteil des Ganzen bilden kann. Haben wir demnach e£ 
kanonische Gesamtheit, die aus materiellen Punkten in vertikalen Krei^^-*^ 
besteht, so kann der Satz von der Eückkehr der Systeme auf eiiB-' 
Teil der Gesamtheit angewendet werden, der in einem gegebenen T& 
des Kreises enthalten ist. Aber er kann nicht in allen Fällen auf ein-' 
Teil der Gesamtheit angewendet werden, der dadurch definiert ist, cl 
er in einem gegebenen Teil des Kreises enthalten ist und eine gegeb©^*^ 
Energie besitzt. Er würde vielmehr das gerade Gegenteil der Wahrh^^ 
aussagen, wenn die gegebene Energie den oben erwähnten kritiscb^^^ 
Wert hat. 

^) Siehe elftes Kapitel, Satz IV. 

') Siehe viertes Kapitel, Anf. 
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Funktion kanu sich einer anderen unbegrenzt nähern, ohne daß 
eine durch die erste bestimmte Größe sich der entsprechenden 
Größe nähert, die durch die zweite bestimmt ist. Eine Linie, 
welche zwei Punkte verbindet, kann der sie verbindenden 
geraden Linie unbegrenzt nahe kommen, während ihre Länge 
konstant bleibt. 

Eine noch weitergehende Analogie zu dem betrachteten 
Falle bietet uns der Einfluß des Umrührens auf eine inkompres- 
sibele Flüssigkeit.^) Im Saume von 27£DimenBionen wäre der 
Fall analytisch identisch mit dem Falle einer Gesamtheit von 
Systemen von n Freiheitsgraden, aber die Analogie ist voll- 
ständig schon im gewöhnlichen Räume. Nehmen wir an, daß die 
Flüssigkeit eine gewisse Menge Farbstoff enthalte, welcher ihre 
hydrodynamischen Eigenschaften nicht beeinflußt. Nun wird 
der Zustand, in welchem die Dichtigkeit des Farbstoffs gleich- 
förmig ist, d. h. der Zustand der vollständigen Mischung, der 
öine Art Gleichgewichtszustand in dem Sinne ist, daß die Ver- 
teilung des Farbstoffs im Baume nicht durch die inneren Be- 
wegungen der Flüssigkeit beeinträchtigt wird, charakterisiert 
durch ein Minimum des durchschnittlichen Quadrates der 
Dichtigkeit des Farbstoffig. Wir wollen jedoch annehmen, daß 
^er Farbstoff mit veränderlicher Dichtigkeit verteilt sei. Geben 
wir der Flüssigkeit eine beliebige Bewegung, die nur dem 
hydrodynamischen Gesetze der InkompressibiUtät unterworfen 
18t — sei es nun eine stationäre Strömung, oder eine mit der 
Zeit veränderliche — , so bleibt die Dichtigkeit des Farbstoffs in 
Jödem bestimmten Punkte der Flüssigkeit ungeändert, und das- 
^ölbe gilt auch von dem durchschnittlichen Quadrate dieser 
■Wchtigkeit. Und doch ist uns nichts bekannter als die Tatsache, 
^^ das Umrühren die Tendenz hat, eine Flüssigkeit in den Zu- 
^taud gleichförmiger Mischung, oder gleichförmiger Dichtigkeiten 
^*^er Bestandteile zu versetzen, ein Zustand, der durch die 
^^ßiiimalwerte der Durchschnittsquadrate dieser Dichtigkeiten 
charakterisiert wird. Es ist ganz richtig, daß beim physi- 
^^alischen Experiment das Resultat durch den Prozeß der 

*) Unter Flüssigkeit verstehen wir hier das kontinuierlich aus- 
^^ehnte Medium der theoretischen Hydrodjmamik ohne Rücksicht auf die 
Molekulare Zusammensetzung und die molekularen Bewegungen wirk- 
uel^^f Flüssigkeiten. 

10* 
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Diffusion beschleunigt wird, aber das Resultat ist offenbar nicht 
an diesen Prozeß gebunden. 

Der Widerspruch ist auf den Begriff der Dichtigkeit des 
Farbstoffs zurückzuflihren und auf das Verfahren, nach 
dem diese Größe berechnet wird. Sie ist der Grenzwert des 
Quotienten aus der Farbstoffmenge in einem Baumelemente 
durch das Volumen dieses Elementes. Wählten wir. nun nach 
beliebigem Umrühren als Volumenelemente die von denselben 
Flüssigkeitsteilchen erfüllten Baumteile, welche ursprünglich ein 
gegebenes System von Volumenelementen eingenommen hatten, 
so wären die so berechneten Dichtigkeiten des Farbstofib 
identisch mit den ursprünglichen Dichtigkeiten, wie sie durch 
das gegebene System von Volumenelementen bestimmt sind. 
Wählten wir dagegen nach einer endlichen Zeit des Umrührens 
unsere Volumenelemente in einer gewöhnlichen Form, aber 
genügend klein, so würde das durch ein solches Volumenelement 
bestimmte durchschnittliche Quadrat der Farbstoffdichte bis 
zu jedem verlangten Grade seinem Werte vor dem Um- 
rühren nahe kommen. Nehmen wir aber ein Baumelement von 
fester Lage und festen Dimensionen, so können wir das Um- 
rühren so lange fortsetzen, bis die Dichtigkeiten der gefärbten 
Flüssigkeit, die für diese festen Elemente berechnet werden, 
sich einem gleichförmigen Grenzzustande nähern, nämlich dem 
der vollständigen Mischung. 

Der Fall gehört offenbar zu denen, in welchen der Limes 
eines Limes verschiedene Werte hat je nach der Beihenfolge, 
in der wir die Prozesse des Grenzüberganges vornehmen. Be- 
handeln wir die Volumenelemente als konstant, während wir mit 
dem Umrühren unbegrenzt fortfahren, so gelangen wir zu einer 
gleichförmigen Dichtigkeit, ein Resultat, das nicht erzielt wird, 
wenn wir die Elemente beliebig klein machen; behandeln wir 
aber das Umrühren als etwas Endliches und verkleinern so 
die Volumenelemente unbegrenzt, so erhalten wir genau die- 
selbe Dichtigkeitsverteilung als vor der Bewegung, ein Besultat, 
das nicht erzielt würde, wenn wir die Bewegung beliebig lange 
fortsetzten. Im großen ganzen handelt es sich hier um eine 
Frage der Sprache und Definition. Man könnte vielleicht 
sagen, daß ein endlicher Betrag des Umrührens das mittlere 
Quadrat der Dichtigkeit des Farbstoffs nicht beeinflussen wird, 
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aber em nnendlicher Betrag des Umruhrens kann einen Za- 
^d herbeifiQireny in dem das mittlere Quadrat der Dichtig- 
^f ^6it seinen Minimalwert hat und die Dichtigkeit gleichförmig 
^t Wir können jedenfalls sagen, daß eine merklich gleich- 
förmige Dichtigkeit des gefärbten Bestandteiles durch das Um- 
rühren hervorgerufen werden kann. Ob die f&r dieses Resultat 
erforderliche Zeit lang oder kurz sein müßte, hangt von der 
Natur der Bewegung ab, die wir der Flüssigkeit geben, und tou 
der Feinheit unserer Methode, die Dichtigkeit zu bestimmen. 
Dies alles wird klarer, wenn wir einen speziellen Fall der 
FltBsigkeitsbewegung betrachten. Stellen wir uns eine zylin- 
drische Masse einer flüssigkeit Tor, in welcher ein Sektor von 
90® schwarz ist und der Best weiß. G^ben wir ihr eine 
Kotationsbewegung um die Achse des Zylinders, deren Winkel- 
geschwindigkeit eine Funktion der Entfernung von der Achse 
ist. Im Laufe der Zeit würden die schwarzen und die weißen 
Teile in dünne Bänder ausgezogen werden, die spiralförmig 
um die Achse gewunden sind. Die Dicke dieser Bänder 
wQrde unbegrenzt abnehmen, und die Flüssigkeit würde dem- 
nach einem Zustande völliger Mischung der schwarzen und 
weifien Bestandteile zustreben. Das heißt, in einem gegebenen 
EUemente des Baumes würde das Verhältnis von Schwarz und 
Weiß sich dem Werte 1:3 als Grenze nähern. Und doch 
^'tbrde nach einer endlichen Zeit das Totalvolumen in zwei 
Teile zerüMen, wovon der eine ausschließlich aus der weißen 
E^lÜBsigkeit und der andere ausschließlich aus der schwarzen 
bestehen würde. Wäre der Farbstoff, anstatt anfänglich mit 
gleichförmiger Dichtigkeit über einen Sektor des Zylinders 
^erteilt zu sein, mit einer Dichtigkeit verteilt, die durch eine 
^UkftrUche Funktion der zylindrischen Koordinaten r, 6 und z 
dargestellt wird, so würde sich als Effekt derselben ins Unend- 
Uehe fortgesetzten Bewegung die Annäherung an einen Zu- 
stand ergeben, in dem die Dichtigkeit eine Funktion von r 
^d z allein ist. In diesem Grenzzustande würde das durch- 
B^chnitihche Quadrat der Dichtigkeit kleiner sein als im ursprüng- 
^cheii Zustande, wo die Dichtigkeit sich mit d ändern soUto, 
^^gleich nach einer endlichen Zeit das Durchschnittsquadrat 
^^^ Dichtigkeit dasselbe wäre wie im Anfang. 

Richten wir unsere Aufinerksamkeit nur auf die Bewegung 



i 
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in einer einzelnen zur Achse des Zylinders senkrechten Eb^»-ei 
so haben wir fast genau eine diagrammatische Darstellung d 

Veränderungen in der Phasenverteilung einer Gesamtheit v 

Systemen von einem Freiheitsgrade, in denen die Beweg — Uj 
periodisch ist, wobei die Periode sich mit der Energie ändert, B^ 
bei der Schwingung eines Pendels in einem Kreisbogen. Wer«^dez 
die Koordinaten und Impulse des Systems durch rechtwink^Vi^e 
Koordinaten im Diagramm dargestellt, so werden sich ^ie 
Punkte im Diagramm, welche die veränderlichen Phasen cJer 
sich bewegenden Systeme darstellen, um den Anfangspuizi^ 
in geschlossenen Kurven von konstanter Energie bewegen. Die 
Bewegung wird so beschaffen sein, daß die Flächeninhalte 
erhalten bleiben, welche von den repräsentierenden Punkten 
der bewegten Systeme gebildet werden. Der einzige Unter- 
schied zwischen der Flüssigkeitsbewegung und der Bewegung 
im Diagramm besteht darin, daß in dem einen Falle die Wege 
kreisförmig sind und in dem andern mehr oder weniger von 
dieser Form abweichen. 

Ist die Energie proportional p^ + q^j so sind die Kurven 
konstanter Energie Kreise, und die Periode ist von der Energie 
unabhängig. Dann ist keine Tendenz nach einem Zustande 
statistischen Gleichgewichts vorhanden. Das Diagramm dreht 
sich um den Anfangspunkt ohne Änderung seiner Form. Dies 
entspricht dem Falle der Flüssigkeitsbewegung, wo die Flüssig- 
keit mit gleichförmiger Winkelgeschwindigkeit wie ein starrer 
Körper rotiert 

Die Analogie zwischen der Bewegung einer Gesamtheit 
von Systemen in einer Phasenausdehnung und einer stationären 
Strömung in einer inkompressibelen Flüssigkeit, sowie die dia- 
grammatische Darstellung des Falles mit einem Freiheitsgrade, 
welche sich auf unsere geometrische Anschauung stützt, wird 
genügen, um zu zeigen, wie die Erhaltung der Phasendichte, 
welche die Erhaltung des durchschnittlichen Exponenten der 
Phasenwahrscheinlichkeit zur Folge hat, verträglich ist mit 
einer Annäherung an den Grenzzustand, in dem jener Durch- 
schnittswert kleiner ist. Aus solchen Betrachtungen, wie 
den hier angestellten, könnten wir vielleicht ohne weiteres 
schließen, daß eine Annäherung an den Grenzzustand des sta- 
tistischen Gleichgewichtes die allgemeine Eegel ist, wenn der 
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An£Gtngszn8tand nicht so beschaffen ist Aber der Gegenstand 
ist Yon solcher Wichtigkeit, daß es wünschenswert erscheint, 
ihn noch eingehender zu betrachten. 

Nehmen wir an, daß die ganze Phasenausdehnung für die 
betrachtete Systemgattong in gleiche Elemente DV eingeteilt 
sei, welche sehr klein, aber nicht unendlich klein sein sollen. 
Denken wir uns eine Gesamtheit von Systemen, die in dieser 
Ausdehnung derart verteilt sind, daß der Wahrscheinlichkeits- 
exponent fj eine willkürliche Phasenfunktion ist, die nur 
der durch Gleichung (46) im ersten Kapitel ausgedrückten 
Einschränkung unterliegt Die Elemente D V nehmen wir so 
klein an, daß rj im allgemeinen innerhalb eines jeden im Anfangs- 
moment als merklich konstant angesehen werden kann. Die 
Bahn eines Systems sei definiert als die Folge der Phasen, 
durch welche es sich bewegt. 

Im Anfangsmoment { befindet sich ein bestimmtes System 
in einem Ausdehnungselement D V\ Nachher zur Zeit ^" be- 
findet sich dasselbe System in dem Element DV'\ Auch 
andere Systeme, die sich zuerst in DV befanden, werden 
zur Zeit t" in DV" sein, aber wahrscheinlich nicht alle. Die 
Systeme, die zuerst in DV waren, werden zur Zeit t" eine 
genau so große Phasenausdehnung einnehmen wie zuerst. Sie 
wird aber wahrscheinlich auf eine sehr große Anzahl von 
Elementen D V verteilt sein, in die wir die ganze Phasen- 
ausdehnung eingeteilt haben. Ist dies nicht der Fall, so können 
wir im allgemeinen eine spätere Zeit annehmen, für welche dies 
zutrifit. B^'ür besondere Bewegungsgesetze kann es Ausnahmen 
davon geben, aber wir wollen uns auf das beschränken, was 
ganz wohl der allgemeine Fall genannt werden kann. Nur 
ein sehr kleiner Teil der Systeme, die anfänglich in DV 
waren, werden sich zur Zeit t" in DV' befinden, und diejenigen, 
die sich zur selben Zeit in DV' befinden, waren im Anfangs- 
moment auf eine sehr große Anzahl von Elementen D V verteilt 

Was für unsem Zweck wichtig ist, das ist der Wert von t/, 
der Wahrscheinlichkeitsexponent der Phase im Element D V zur 
Zeit t". In dem Teile von D V\ der von Systemen erfüllt wird, 
welche zur Zeit t' in D V waren, wird der Wert von rj derselbe 
sein wie sein Wert in D V zur Zeit t', den wir ff nennen 
wollen. In den Teilen von DV', die von Systemen erfüllt 
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werden, welche sich um i' in den BV sehr nahe liegenden 
Elementen befanden, wird der Wert von ri wenig von rf ab- 
weichen. Dies können wir aber nicht annehmen in bezug auf 
Teile von D V", die von Systemen erfüllt sind, welche um t' in 
anderen, von D V entfernten Elementen waren. Wir brauchen 
daher eine Vorstellung von der Natur der Phasenausdehnung, 
welche um t' von Systemen erfüllt wird, die um t" D V" erfüllen. 
Analytisch ist das Problem identisch mit dem, die Ausdehnung 
zu finden, die um t" von Systemen erfüllt wird, welche um t' 
DV erfüllten. Nun kamen die Systeme in DV% welche auf 
derselben Bahn wie die erstl^etrachteten liegen, augenscheinlich 
in DV fast zur selben Zeit an und müssen DV fast zur 
selben Zeit verlassen haben, sie waren daher um t' in oder 
nahe bei DV\ Wir können daher rj' als den Wert für diese 
Systeme annehmen. Wesentlich dasselbe gilt von Systemen 
in D V"y die auf Bahnen liegen, welche der bereits betrachteten 
sehr nahe sind. Aber von Bahnen, die durch BY' und BV" 
gehen, nur nicht so dicht an der ersten Bahn, können wir 
nicht annehmen, daß die Zeit, die ein System braucht, um 
von BV nach BY" zu kommen, nahezu dieselbe sei wie für 
die erste Bahn. Der Unterschied der erforderlichen Zeiten 
mag im Vergleich mit t" — t' klein sein, da aber dieses Intervall 
beliebig groß sein kann, so hat der Unterschied der auf den 
verschiedenen Bahnen erforderlichen Zeiten für seinen mög- 
lichen Wert keine Grenzen. Wäre es nun ein Fall statistischen 
Gleichgewichts, so wäre auf jeder Bahn der Wert von n] konstant, 
und wenn alle durch B Y" gehenden Bahnen auch durch B Y' 
oder nahe vorbeigingen, so würde der Wert von ri überall in 
B Y" nur wenig von r{ abweichen. Ist es aber kein Fall sta- 
tistischen Gleichgewichts, so können wir einen solchen Schluß 
nicht ziehen. Das einzige, was wir in bezug auf die Phase zur 
Zeit ff von den Systemen, die um t" in B Y" liegen, schließen 
können, ist, daß sie sich nahezu auf derselben Bahn befinden. 
Würden wir nun eine neue Bestimmung der Wahrschein- 
lichkeitsexponenten der Phase zur Zeit t" machen und zu diesem 
Zwecke die Elemente BY benutzen, — d. h. würden wir 
die Anzahl der Systeme in B Y" durch die gesamte Zahl der 
Systeme sowie auch durch die Phasenausdehnung des Elementes 
dividieren und den Logarithmus des Quotienten bilden, so würden 
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Wir eine Zahl erhalten, die kleiner wäre als der DurchsohiiiTts* 
wert ?on 17 f&r die Systeme in DF", der auf der PHäjü^ä- 
▼«teilung zur Zeit t' beruht, i) Somit wird der auf die Ver- 
teflung um t" gegründete Durchschnittswert von i; filr lüe 
ganze Gesamtheit von Systemen kleiner sein als der Dunfh- 
sdmittswert, der auf der Verteilung um t' basiert 

Dabei dürfen wir nicht vergessen, daß diese allgemeine 

Begel auch Ausnahmen hat. Diese Ausnahmen treten auf, wenn 

4e Bewegungsgesetze so beschaflFen sind, daß Systeme mit 

Meinen Phasendifferenzen fortgesetzt kleine Phasendifferenzen 

''ehalten. 

Doch ist noch folgendes zu beachten: wenn man auch von 
aem durchschnittlichen Wahrscheinlichkeitsexponenten in einer 
^samtheit in gewissem Sinne sagen kann, daß er zu einer Zeit 
einen kleineren Wert habe als zu einer andern, so ist es nicht 
notwendig ein zeitliches Vorangehen, das den größeren Durch- 
schnittsexponenten mit sich bringt. Ist eine Verteilung, die 
iixcht eine solche statistischen Gleichgewichtes ist, gegeben für 
eine Zeit /' und wird die Verteilung zu einer früheren Zeit t" 
definiert durch die entsprechenden Phasen, so wird sich die Ver- 
teilung, wenn wir das Intervall vergrößern, indem wir t' fest 
lassen und für t" eine immer frühere Zeit wählen, im allge- 
lö einen einem Grenzzustande der Verteilung nähern, der in 
statistischem Gleichgewichte ist. Der wesentliche Unterschied 
^^ diesen Fällen ist der zwischen einer bestimmten Verteilung 
zu einer bestimmten Zeit und der Grenze einer veränderlichen 
'Verteilung, wenn der betrachtete Augenblick entweder vorwärts 
^der rückwärts unbegrenzt hinausgeschoben wird.^ 

Während aber die Unterscheidung von früheren und 
späteren Ereignissen in bezug auf mathematische Fiktionen un- 
wesentlich sein kann, ist dies ganz anders in bezug auf die Vor- 
sänge der wirklichen Welt. Man darf nicht vergessen, daß, wenn 
^sere Gesamtheiten die Wahrscheinlichkeiten für Vorgänge in 



^) Siehe elftes Kapitel, Satz IX. 

*) Hier kann man die kinematische Selbstverständlichkeit zum Ver- 
gleiche heranziehen, daß, wenn zwei Punkte sich mit gleichfSrpiiger Ge- 
schwindigkeit bewegen (mit der einzigen Ausnahme de» Falles. 
relative Bewegung gleich Null ist) ihr gegenseitiger Abata^ 
einer bestimmten Zeit kleiner ist als für ^ = oo oder fllr 
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der wirklichen Welt erläutern sollen, zwar die Wahrschein- 
lichkeiten späterer Ereignisse oft aus den Wahrscheinlich- 
keiten früherer Ereignisse bestimmt werden können, aber 
nur selten Wahrscheinlichkeiten von früheren Ereignissen aus 
denen der späteren; denn wir sind selten berechtigt, auf die 
Betrachtung der vorhergehenden Wahrscheinlichkeit früherer 
Ereignisse zu verzichten. 

Es ist schließlich noch beachtenswert, daß wenn man ein 
System willkürlich aus einer Gesamtheit herausgreift zu einer 
Zeit, die willkürlich aus verschiedenen gegebenen Zeiten ^', t" etc. 
gewählt ist, man in Wirklichkeit dasselbe tut, als wenn man 
ein System willkürlich herausgreift aus einer Gesamtheit, be- 
stehend aus allen Systemen der gegebenen Gesamtheit in ihren 
Phasen zur Zeit t\ zusammen mit denselben Systemen in ihren 
Phasen zur Zeit t" etc. Nach Satz VIII im elften Kapitel ergibt 
dies eine Gesamtheit, in welcher der durchschnittliche Wahr- 
scheinlichkeitsexponent kleiner ist als in der gegebenen Gesamt- 
heit, ausgenommen den Fall, wo die Verteilung in der gegebenen 
Gesamtheit zu den Zeiten t', t" etc. dieselbe ist. Folglich wird 
jede Unbestimmtheit der Zeit, zu welcher wir ein System will- 
kürlich aus einer Gesamtheit herausgreifen, den praktischen Er- 
folg haben, den Wahrscheinlichkeitsexponenten der Gesamtheit, 
der das System entnommen ist, zu verkleinem, ausgenommen 
den Fall, wo die gegebene Gesamtheit in statistischem Gleich- 
gewicht ist. 



Dreizehntes KapiteL 

Wirkung verschiedener Einiosse auf eine Gesaatbeit von 

Systeaen. 

Im Torhergehenden sowie im ersten Kapitel haben wir die 
Veränderungen betrachtet, die im Laufe der Zeit in einer 
Gresamtheit von isolierten Systemen stattfinden. Wir wollen 
nun dazu übergehen , die Veränderungen zu betrachten, die 
unter äußeren Einflüssen in einer Gesamtheit von Systemen 
eintreten. Diese äußeren Einflüsse sind yon zweierlei Art: 
die Änderung der Koordinaten, die wir die äußeren nannten, 
und .die Einwirkung anderer Gresamtheiten Ton Systemen. Der 
wesentliche Unterschied zwischen den beiden Arten des Ein* 
flusses besteht darin, daß die Körper, auf die sich die äußeren 
Koordinaten beziehen, nicht in der Phase verteilt sind, während 
wir im Falle der Wechselwirkung der Systeme aus zwei Q^ 
samtheiten die Tatsache zu beachten haben, daß beide in der 
Phase yerteilt sind. Um die Wirkung zu finden, die auf die 
Gesamtheit ausgeübt wird, die uns hauptsächlich angeht, haben 
wir daher nur einzelne Werte der sogenannten äußeren Koor- 
dinaten zu betrachten, aber eine unendliche Menge Ton Werten 
der inneren Koordinaten jeder anderen Gesamtheit, mit der 
eine Wechselwirkung stattfindet 

Oder, um die Sache yon einem andern Standpunkt aus 
zu betrachten, die Wechselwirkung zwischen einem willkürlichen 
Systeme einer Gesamtheit und den durch die äußeren Koor- 
dinaten dargestellten Körpern ist eine solche zwischen einem 
in bezug auf die Phase unyollständig bestimmten System und einem 
vollständig bestimmten; dagegen besteht die Wechselwirkung 
zwischen zwei willkürlichen, verschiedenen Gesamtheiten ange- 
hörigen Systemen in der Wechselwirkung zwischen zwei Systemen, 
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die beide in bezug auf die Phase nur anyollständig be- 
stimmt sind.^) 

Wir nehmen an, die Gesamtheiten, die wir betrachten 
seien in der im ersten Kapitel beschriebenen Weise in dei 
Phase verteilt, und diese Verteilung sei durch die Bezeich« 
nungen jenes Kapitels, namentlich durch den Wahrschem- 
lichkeitsexponenten ri dargestellt. Es gibt also 2 n unabhängige 
Änderungen in den Phasen, welche die betrachteten Gesamt- 
heiten bilden. Damit werden Gesamtheiten wie die mikro- 
kanonischen ausgeschlossen, in denen es, da die Energie kon- 
stant ist^ nur 2 n — 1 unabhängige Phasenänderungen gibt. 
Diese Einschränkung erscheint notwendig für die Zwecke einei 
allgemeinen Untersuchung. Denn wenn wir auch einer mikro- 
kanonischen Gesamtheit, solange sie von äußeren Einflüssen 
abgeschlossen bleibt, ein fortdauerndes Bestehen zuschreiben 
können, so würde die Wirkung dieser Einflüsse doch für ge- 
wöhnlich die Gleichheit der Energie in der Gesamtheit auf- 
heben müssen. Da ferner die mikrokanonische Gesamtheit als 
ein Grenzfall solcher Gesamtheiten angesehen werden kann, 
wie sie im ersten Kapitel beschrieben sind (und zwar auf mehr 
als eine Weise, wie im zehnten Kapitel bewiesen), so ist ihre 
Ausschließung eher formal als real, weil alle Eigenschaften, 
diö der mikrokanonischen Gesamtheit zukommen, mit Leichtig- 
keit aus den Eigenschaften der Gesamtheiten vom ersten Kapitel 
abgeleitet werden könnten, das in gewissem Sinne als eine 
Darstellung des allgemeinen Falles angesehen werden kann. 

Zuerst wollen wir den Einfluß einer Änderung der äußeren 
Koordinaten betrachten. Wir haben bereits Gelegenheit gehabt^ 
diese Größen bei der Differentiation gewisser Gleichungen als 
variabel anzusehen für Gesamtheiten, welche nach gewissen, wie 
wir es nannten, kanonischen oder mikrokanonischen Gesetzen 
verteilt waren. Diese Änderung der äußeren Koordinaten- 
bestand jedoch nur in einem Übergang der Betrachtung von einer 
Gesamtheit mit gewissen Werten der äußeren Koordinaten, die^ 
nach einem allgemeinen von diesen Werten abhängigen Gesetze 



^) In der weiteren Entwicklung des Gegenstands werden wir sehen, 
daß diese Unterscheidung der Unterscheidung zwischen mechanischer 
und thermischer Wirkung in der Thermodynamik entspricht. 
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in der Phase verteilt wax, auf eine andere Gesamtheit mit 
anderen Werten der äußeren Koordinaten und mit einer ver- 
änderten, diesen neuen Werten entsprechenden Verteilung. 

Was vrir jetzt zu betrachten haben, ist die Wirkung, die 
sich, tatsächlich im Laufe der Zeit in einer Gesamtheit von 
Systemen ergeben würde, deren äußere Koordinaten in will- 
kürlicher Weise geändert würden. Nehmen wir zunächst an, 
diese Koordinaten würden plötzlich in einem gegebenen Augen- 
blick geändert, während sie vor und nach diesem Augenblick 
konstant sein sollen. Aus der Definition der äußeren Koor- 
dinaten geht hervor, daß diese Änderung die Phase eines 
Systems der Gesamtheit zu der Zeit, in der sie eintritt, nicht 
beeinflußt Daher beeinflußt sie auch nicht den Wahrschein- 
liclikeitsexponenten tj der Phase oder den Durchschnitts- 
wert fj des Exponenten zu dieser Zeit. Und wenn diese 
Größen vor und nach der Änderung der äußeren Koordinaten 
^ der Zeit konstant sind, so wird ihre zeitliche Konstanz auch 
durch diese Änderung nicht unterbrochen. In der Tat wurde 
^ei dem Beweise von der Erhaltung der Phasenwahrscheinlich- 
^eit im ersten Kapitel die Änderung der äußeren Koordinaten 
laicht ausgeschlossen. 

Dagegen wird eine Änderung der äußeren Koordinaten 
^^ allgemeinen einen vorher bestehenden Zustand statisti- 
schen Gleichgewichtes stören. Denn, obwohl sie (im ersten 
-^^genbHcke) die Phasenverteilung nicht beeinflußt, so wirkt sie 
^och auf die Bedingung, die für das Gleichgewicht notwendig 
ist. Diese Bedingung besteht, wie wir im vierten Kapitel sahen, 
^^ri.n, daß der Wahrscheinlichkeitsexponent der Phase eine 
i^hasenfunktion sein muß, die för bewegte Systeme in der Zeit 
^^iistant ist. Nun wird eine Änderung in den äußeren Koor- 
^^aten, indem sie die auf die Systeme wirkenden Kräfte ver- 
*Mert, auch die Form der Phasenfunktionen ändern, die in 
^^^ Zeit konstant sind. Daher wird eine Phasenverteilung, die 
y^ die alten Werte der äußeren Koordinaten eine Verteilung 
^ statistischem Gleichgewichte war, far die neuen Werte keine 
solche mehr sein. 

Nun haben wir im letzten Kapitel gesehen, daß, wenn die 
PliasenverteUung keine Verteilung statistischen Gleichgewichtes 
ist, eine Gesamtheit Ton Systemen nach längerer oder kürzerer 
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Zeit in einen Zustand kommen kann und im allgemeinen kom* 
men wird, der, von sehr kleinen PhasendifFerenzen abgesehen, 
als ein Zustand statistischen Gleichgewichts gelten kann, und 
dessen Durchschnittsexponent ^ infolgedessen kleiner ist als 
zuvor. Man erkennt also, daß eine Änderung der äußeren 
Koordinaten, indem sie einen Zustand statistischen Gleich- 
gewichtes stört, indirekt (wenigstens in gewissem Sinne) eine 
Verkleinerung des Wertes fj verursachen kann. 

Ist aber die Änderung in den äußeren Koordinaten sehr 
klein, so wird auch die Änderung in der für das Gleich- 
gewicht notwendigen Verteilung im allgemeinen entsprechend 
klein sein. Daher wird auch die anfängliche Phasen- 
verteilung, da sie sich wenig von einer solchen unterscheidet, 
die mit den neuen Werten der äußeren Koordinaten in sta- 
tistischem Gleichgewichte ist, einen Wert von fj haben, der 
sich nur durch eine kleine Größe der zweiten Ordnung von dem 
Minimalwert unterscheidet, welcher den Zustand statistischen 
Gleichgewichts charakterisiert. Und die Verkleinerung des 
Durchschnittsexponenten, die im Laufe der Zeit aus der sehr 
kleinen Änderung der äußeren Koordinaten hervorgeht, kann 
diese kleine Größe der zweiten Ordnung nicht überschreiten« 

Besteht also die Veränderung in den äußeren Koordinaten 
einer anfänglich in statistischem Gleichgewicht stehenden Qte- 
samtheit in einer Reihe von sehr kleinen Veränderungen, die 
durch sehr lange Zeitintervalle getrennt sind, in denen die 
Störung des statistischen Gleichgewichtes unmerklich bleibt, 
so wird auch die endliche Verkleinerung des durchschnittlichen 
WahrscheinUchkeitsexponenten im allgemeinen unbedeutend sein, 
auch wenn die totale Änderung in den äußeren Koordinaten groß 
ist. Das Ergebnis wird das gleiche sein, wenn die Änderung 
in den äußeren Koordinaten kontinuierlich, aber genügend lang- 
sam erfolgt. 

Selbst in Fällen, in denen keine Tendenz zur Wider- 
herstellung des statistischen Gleichgewichtes im Laufe der Zeit 
besteht, kann eine Änderung der äußeren Koordinaten, die, 
wenn sie in einer kurzen Zeit stattfände, eine große Störung 
eines vorangehenden Gleichgewichtszustandes verursachen würde, 
keine merkliche Störung dieses Gleichgewichtes hervorbringen, 
wenn sie nur auf eine genügend lange Zeit verteilt ist. 
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So mögen z. B. im Falle von drei Freiheitsgraden die 
Systeme aus schweren Punkten bestehen, die an elastischen 
masselosen Fäden aufgehängt sind, und die Gesamtheit sei in 
der Phase verteilt mit einer Phasendichte proportional einer 
Energiefunktion und daher in statistischem Gleichgewicht. Als 
Änderung in den äußeren Koordinaten wollen wir eine hori- 
zontale Bewegung des Auf hängepunktes annehmen. Wird dieser 
um ein gegebenes Stück bewegt, so wird die entstehende Störung 
des statistischen Gleichgewichts offenbar unbegrenzt yerkleinert 
durch Verkleinerung der Geschwindigkeit des Auf hängepunktes. 
Dies gilt, wenn das Elastizitätsgesetz des Fadens ein solches 
ist, daß die Schwingungsperiode von der Energie unabhängig ist, 
in welchem Falle keine Tendenz nach einem Zustande sta- 
tistischen Gleichgewichts im Laufe der Zeit vorhanden ist, 
ebenso wie in dem allgemeineren Falle, in dem eine solche 
Tendenz nach statistischem Gleichgewichte besteht. 

Daß etwas dieser Art im allgemeinen der Fall ist, sollen 
die folgenden Betrachtungen zu zeigen versuchen. 

Wir definieren eine Bahn als die Reihe der Phasen, durch 
welche ein System im Laufe der Zeit hindurchgeht, wenn die 
äußeren Koordinaten feste Werte haben. Werden die äußeren 
Koordinaten geändert, so ändern sich auch die Bahnen. Die Bahn 
einer Phase ist die Bahn, der diese Phase angehört Im Hinblick 
auf eine Gesamtheit von Systemen bezeichnen wir mit 5]^ den 
Durchschnittswert der Phasendichte in einer Bahn. Dies setzt 
voraus, daß wir ein Maß zur Vergleichung der verschiedenen 
Teile der Bahn besitzen. Die Zeit, die zum Durchlaufen eines 
Teils einer Bahn erforderlich ist, soll bei der Bestimmung 
unseres Durchschnittswertes dieses Maß darstellen. 

Nach diesem Übereinkommen wollen wir annehmen, daß 
sich eine bestimmte Gesamtheit in statistischem Gleichgewichte 
befindet. In jedem Elemente der Phasenausdehnung ist daher 
die Phasendichte B gleich ihrem Durchschnittswerte B\^ in der 
Bahn. Nun lassen wir eine plötzliche kleine Veränderung in 
den äußeren Koordinaten eintreten. Das statistische Gleich- 
gewicht wird dadurch gestört, und wir haben jetzt nicht mehr 
überall B = B\^, Dies geschieht, nicht weil B, sondern weil 
B verändert ist, da sich die Bahnen geändert haben. Es ist 
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klar, daß, wenn in einem Teile einer Bahn D > JD ^ ist, in 
anderen Teilen derselben Bahn -D < J^l sein muß. 

Wollten wir nun eine weitere Änderung in den äußeren 
Koordinaten Ton derselben Art annehmen, so müßten wir daTon 
eine Wirkung derselben Art erwarten. Aber die Art und 
Weise, in der die zweite Wirkung sich mit der ersten yer- 
einigt, wird verschieden sein, je nachdem sie sofort nach der 
ersten Änderung oder erst nach einem Zeitintervall eintritt 
Tritt sie sofort nach der ersten Änderung ein, so wird in 
jedem Phasenelement, in dem die erste Änderung einen 
positiven Wert von -D — -DI hervorbrachte, die zweite Ande- 
rung einen zweiten positiven Wert zu dem ersten hinzufügen, 
und wo J5 — -D^ negativ war, wird die zweite Änderung 
zu dem ersten negativen Wert einen zweiten negativen hin- 
zufügen. 

Warten wir aber eine genügend lange Zeit, ehe wir die 
zweite Änderung in den äußeren Koordinaten vornehmen, so daß 
manche Systeme von Phasenelementen, in denen D — !d|^ an- 
fänglich positiv war, zu solchen Elementen übergegangen sind, 
in denen es anfänglich negativ war, und umgekehrt, so wer- 
den (da die Systeme die Werte von D ^ d\^ mit sich führen) 
die von der zweiten Änderung herrührenden positiven Werte 
von D^D py sich zum Teil auf negative, von der ersten Än- 
derung herrührende Werte lagern, und umgekehrt 

Die Störung des statistischen Gleichgewichtes, die durch 
eine gegebene Änderung in den äußeren Koordinaten hervor- 
gebracht wird, kann daher durch Zerlegung der Veränderung 
in zwei durch ein genügendes Zeitintervall getrennte Bestand- 
teile sehr stark verringert werden, und zwar genügt zu diesem 
Zweck ein solches Zeitintervall, in dem die Phasen der 
einzelnen Systeme von den ersten vollkommen verschieden 
sind, so daß die neue Änderung auf jedes einzelne System 
anders wirkt, obgleich die ganze Gesamtheit in fast der- 
selben Weise beeinflußt wird. Da es für die Verringerung der 
Störung des statistischen Gleichgewichts durch Teilung der 
Veränderung in den äußeren Koordinaten keine Grenze gibt, 
so dürfen wir es als allgemeine Regel annehmen, daß durch Ver- 
kleinerung der Geschwindigkeit in den Änderungen der äußeren 
Koordinaten eine gegebene Veränderung verhindert werden kann, 
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eine merkliche Störung des statistischen Gleichgewichts hervor- 
zubringen. 

Bezeichnen wir mit ^ den Durchschnittswert des Wahr- 
scheinlichkeitsexponenten vor der Veränderung der äußeren 
Koordinaten^ und mit ^' denselben Wert nach dieser Änderung, 
so erhalten wir in jedem Falle 

als das einfache Ergebnis der Änderung in den äußeren Koor- 
dinaten. Dies läßt sich mit dem thermodjnamischen Satze 
vergleichen, daß die Entropie eines Körpers durch mechanische 
Einwirkung (im Unterschiede zu der thermischen) nicht ver- 
kleinert werden kann. ^) 

Haben wir (angenähertes) statistisches Gleichgewicht zwischen 
den Zeiten t' und t" (entsprechend ^ und ^'), so erhalten wir 
angenähert 

was mit dem thermodynamischen Satze zu vergleichen ist, daß 
die Entropie eines Körpers durch eine solche mechanische Ein- 
wirkung nicht (merklich) geändert wird, während deren der 
Körper in jedem Augenblick (merklich) in einem Zustande 
thermodynamischen Gleichgewichts ist. 

Angenähertes statistisches Gleichgewicht kann für ge- 
wöhnlich durch eine genügend langsame Änderung in den 
äußeren Koordinaten erreicht werden, gerade so wie sich an- 
genähertes thermodynamisches Gleichgewicht gewöhnlich er- 
reichen läßt durch hinreichende Langsamkeit in den mecha- 
nischen Operationen, denen der Körper unterworfen wird. 

Wir gehen nun zu der Betrachtung der Wirkung auf eine 
Gesamtheit von Systemen über, die durch die Einwirkung 
anderer Gesamtheiten entsteht, mit der sie in dynamische 
Verbindung gebracht ist. In einem früheren Kapitel^ haben 
wir uns eine dynamische Verknüpfung gedacht, die willkür- 
lich zwischen den Systemen zweier Gesamtheiten hergestellt 



^) Die Analogien, auf die der Leser zu achten hat, bestehen 
zwischen —17 und der Entropie, sowie zwischen B und der Temperatur. 
2) Siehe viertes Kapitel, S. 35. 

QiBBS, Statistische Mechanik. 11 
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war. Wir woUen nun die Wechselwirkung zwischen den 
Systemen der beiden Gesamtheiten als das Ergebnis einer 
Änderung der äußeren Koordinaten betrachten, welche solche 
Änderungen der inneren Koordinaten verursacht, daß die 
Systeme beider Gesamtheiten in den Bereich der gegenseitigen 
Einwirkung kommen. 

Nehmen wir zunächst an, wir hätten zwei getrennte 
Gesamtheiten von Systemen, E^ und H^, Die Anzahl der 
Freiheitsgrade der Systeme in den beiden Gesamtheiten sollen 
dementsprechend mit n^ und n^ bezeichnet werden, und die 
Wahrscheinlichkeitskoeffizienten mit ^'^lunde*'*. Jetzt können 
wir uns jedes System der ersten Gesamtheit mit jedem System 
der zweiten Gesamtheit verbunden denken, so daß sie ein ein- 
ziges System von n^ + n^ Freiheitsgraden bilden. Betrachten 
wir nun die Gesamtheit E^^» ^^® durch eine solche Kombination 
jedes Systems der ersten Gesamtheit mit jedem der zweiten 
entstanden ist. 

Im Anfangsmoment, der durch einen einfachen Akzent 
ausgezeichnet werden soll, ist der Wahrscheinlichkeitskoeffizient 
einer Phase der verbundenen Systeme offenbar das Produkt 
der Wahrschoinlichkeitskoeffizienten der Phasen, aus denen sie 
besteht. Dies kann ausgedrückt 'werden durch die Gleichung 

evi* = e'i^' e^i*', (455) 

oder 

^12' = ^i + <. (456) 

woraus sich ergibt 

^12' = ^/ + ^2'- • (457) 

Die Kräfte, welche die inneren Koordinaten der verbundenen 
Systeme zu verändern streben, zusammen mit denen, die von 
jedem System auf die Körper ausgeübt werden, die durch die 
sogenannten äußeren Koordinaten dargestellt werden, können 
aus einer einzigen Kräftefunktion abgeleitet werden, die wir, 
negativ genommen, die potentieUe Energie der verbundenen 
Systeme nennen und mit «^g bezeichnen wollen. Wir nehmen 
aber an, daß anfänglich keine Systeme der beiden Gesamtheiten 
E^ und E^ in den Bereich ihrer Wechselwirkung kommen, so daß 
die potentielle Energie des vereinigten Systems in zwei Teile 
zerfällt, die zu den verbundenen Systemen einzeln gehören. 
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Dasselbe gilt offenbar von der kinetischen Energie des ver- 
einigten Systems und daher auch von seiner totalen Energie. 
Dies läßt sich ausdrücken durch die Grleichung 

«i2' = V + V> (458) 

welche ergibt 

«12' = «1' + h • (459) 

Nehmen wir nun an, im Laufe der Zeit hätten sieb infolge 
der Bewegung der durch die äußeren Koordinaten dargestellten 
Körper die auf die Systeme wirkenden Kräfte und damit auch 
ihre Stellungen so geändert, daß die Systeme der Gesamt- 
heiten E^ imd E^ in den Bereich ihrer Wechselwirkung gelangt 
sind, und nachdem ein solcher gegenseitiger Einfluß eine Zeit- 
lang gedauert, seien die Systeme der beiden ursprünglichen 
Gesamtheiten durch eine weitere Änderung der äußeren Koor- 
dinaten, vielleicht eine Rückkehr zu ihren früheren Werten 
wieder aus dem Bereich ihrer gegenseitigen Wirkung gebracht 
worden. Dann erhalten wir schließlich zu einer, durch doppelte 
Akzente charakterisierten Zeit, wie anfänglich 

«12" = h + h^ (460) 

Für die Wahrscheinlichkeitsexponenten müssen wir aber setzen ^) 

V + V^^7i2''. (461) 

Die in den letzten Kapiteln angestellten Betrachtungen 
zeigen nun, daß wir annehmen dürfen 

Vn ^ Vu- (462) 

Wir haben also 

Vi' + % ^ Vi + %y (463) 

was mit dem thermodynamischen Satze verglichen werden kann, 
daß der thermische Kontakt zweier Körper die Summe ihrer 
Entropien vergrößern, aber nicht verkleinern kann. 

Betrachten wir insbesondere den Fall, wo die beiden ur- 
sprünglichen Gesamtheiten beide kanonisch mit den Moduln 
0j und ©2 i^ der Phase verteilt waren. Wir haben dann 
nach Satz III des elften Kapitels 



1) Siehe elftes Kapitel, Satz VII. 

11* 
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i' + It^V + I^. (464) 






Daher haben wir wegen (463) 



tr 



oder 

«1 -fii + ^ "^ ^0. (467) 



Schreiben wir W für die durchschnittliche Arbeit^ die von den 
zusammengesetzten Systemen an den äußeren Körpern geleistet 
wird, so erhalten wir nach dem Gesetze von der Erhaltung der 
Energie 

^ = ^12' - ^12" = ^' - «1" + ^' - V- (468) 

Ist nun W zu yemachlässigen, so haben wir 

-< -h K - V) (469) 

und (467) zeigt, daß die Gesamtheit mit größerem Modul 
Energie verlieren muß. Dieses Ergebnis kann mit dem thermo- 
dynamischen Gesetze verglichen werden, daß wenn zwei Körper 
von verschiedener Temperatur zusammengebracht werden, der, 
welcher die höhere Temperatur hat, Energie verlieren muß. 

Nunmehr wollen wir annehmen, daß die Gesamtheit E^ 
anfänglich kanonisch mit dem Modul 0g verteilt sei, die Ver- 
teilung der anderen aber willkürlich lassen. Wir haben danny 
um das Ergebnis eines ähnlichen Vorganges zu bestimmen. 

Daher wird 

<' + -^^V + f- (470) 

wofür man auch schreiben kann 

Dies kann mit dem thermodynamischen Prinzip verglichen 
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werden, daß wenn ein Körper (der nicht in thermischem Gleich- 
gewichte zu sein braucht] mit einem andern von gegebener 
Temperatur in thermischen Kontakt gebracht wird^ die Zunahme 
der Entropie des ersten nicht (algebraisch] kleiner sein kann 
als der Wärmeverlust des zweiten, dividiert durch seine Tem- 
peratur. Wo W zu vernachlässigen ist, können wir schreiben 






C + ^^V + ^- (472) 

Nun hat nach Satz m des elften Kapitels die Größe 

^1 + ^ (473) 

ihr Minimum, wenn die Gesamtheit, auf die sich ^^ und \ 
beziehen, kanonisch mit dem Modul &^ verteilt ist. Hätte die 
Gesamtheit ursprünglich diese Verteilung, so wäre das Zeichen < 
in (472) unmöglich. In diesem Falle wäre es in der Tat leicht 
zu zeigen, daß in den vorangehenden Formeln, auf die (472] sich 
gründet, überall das Zeichen = gelten müßte. Wo aber die 
beiden Gesamtheiten ursprünglich nicht beide kanonisch mit 
demselben Modul verteilt waren, drücken die Formeln aus, 
daß die Größe (473) verkleinert werden kann, indem man die 
Gesamtheit, zu der «^ und ly^ gehören, mit einer andern in Ver- 
bindung bringt, die kanonisch mit dem Modul ©^ verteilt ist, 
und daß daher durch wiederholte Operationen dieser Art die 
Gesamtheit, deren ursprüngliche Verteilung gänzlich willkürlich 
war, angenähert in einen Zustand kanonischer Verteilung mit 
dem Modul Q^ gebracht werden kann. Wir können dies mit 
dem thermodynamischen Gesetze vergleichen, daß ein Körper, 
dessen anfänglicher Wärmezustand ganz willkürlich ist, an- 
genähert in einen Zustand thermischen Gleichgewichts mit 
einer gegebenen Temperatur gebracht werden kann durch 
wiederholte Verbindung mit anderen Körpern dieser Temperatur. 

Nehmen wir nun an, wir hätten eine gewisse Anzahl von 
Gesamtheiten E^j J^^, E^ etc., die kanonisch mit den ent- 
sprechenden Moduln 0Q, ©j, ©2 etc. verteilt sind. Durch Änderung 
der äußeren Koordinaten der Gesamtheit E^ möge sie mit Ey^ 
in Verbindung gebracht und dann die Verbindung wieder unter- 
brochen werden. Darauf werde sie mit E^ in Verbindung gebracht, 



I 
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und dann werde auch diese Verbindung wieder unterbrocheiz 
Dieser Vorgang soll auf die übrigen Gesamtheiten fortgeseti 
werden. Hier machen wir nicht die Voraussetzung wie in einig^^^ e 
früheren Fällen, daß die mit der Änderung der äußeren Eoo 
dinaten verbundene Arbeit zu vernachlässigen sei. Im Gegente 
wir wollen hier besonders den Fall betrachten, in welchem » » fi 
groß ist. Für den Endzustand der Gesamtheit E^ wollen wir a — ^n- 
nehmen, daß die äußeren Koordinaten zu ihren anfängliche an 
Werten zurückgekehrt seien, und daß die Durchschnittr — ts- 
energie l^ dieselbe sei wie im Anfang. 

In unseren gewöhnlichen Bezeichnungen, indem wir v ur 
Unterscheidung der Anfangs- und der Endwerte einen n M 
zwei Akzente benutzen, erhalten wir durch wiederholte f^ n- 
wendung des in (463) ausgedrückten Satzes 

%' + ni + % + etc. ^ V' + ^r + ^2" + öt<5- (4^^^) 
Aber nach Satz III im elften Kapitel ist 



Bn _ / . 6i 






■= '/ 



Daher wird 



V + l7^'V + t«*''- (*''^^ 



oq .Ol .09 . _i._ • — on , Ol , O] 



+ ^ + ^ + etc. ^-^ +.-!;- + -^ + etc. (478J 



oder, da 



ist, 



^0 — ^0 



Ot ^ Ol , Oa ~~ Ol) 



^ '^ -^^'^ + ^^-^ + etc. (479) 

Bezeichnen wir mit W die Durchschnittsarbeit, die an den durch 
die äußeren Koordinaten dargestellten Körpern geleistet wird, 
so haben wir 

g^' _ i- + 6^' _ 6^" + etc. = W, (480) 

Sind j6^> \ ^^d ^3 ^^e einzigen Gesamtheiten, so erhalten wir 

TF^-^^(V-äi"). (481) 
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Man wird bemerken, daß die in den letzten drei Formeln aus- 
gedrückten Beziehungen zwischen W, \'^ l/', l^— \" etc. und 
0j, ©3 etc. genau dieselben sind, welche in einem Carnot- 
schen Kreisprozesse für die gewonnene Arbeit, die von den 
verschiedenen Körpern, die als Wärme- oder Kältequellen 
dienen, verlorene Energie und ihre anfänglichen Temperaturen 
gelten. 

Es wird dem Leser nicht entgehen, daß, während von 
einem Standpunkte aus die hier beschriebenen Operationen 
ganz über unser Vermögen der tatsächlichen Ausführung hinaus- 
gehen wegen der Unmöglichkeit, die in Betracht kommende 
außerordentlich große Anzahl von Systemen zu behandeln, 
dieselben Operationen gleichwohl von einem anderen Stand- 
punkte aus die einfachsten und genauesten Mittel sind, um das 
darzustellen, was in unseren einfachsten Experimenten in der 
Thermodynamik wirklich vor sich geht. Die Zustände der 
Körper, mit denen wir operieren, sind uns gewiß nicht völlig 
bekannt. Was wir über einen Körper wissen, kann im all- 
gemeinen am genauesten und einfachsten beschrieben werden, 
indem wir sagen, daß er wiUkürUch aus einer großen Anzahl 
(Gesamtheit) von Körpern herausgegriflfen sei, die ihrerseits 
vollkommen bestimmt sind. Bringen wir ihn in Verbindung 
mit einem anderen Körper, von dem wir eine ähnliche be- 
schränkte Kenntnis besitzen, so wird der Zustand der beiden 
Körper passend beschrieben als der eines Paares von Körpern, 
das aus einer großen Anzahl (Gesamtheit) von Paaren heraus- 
gegriflen ist, welche durch Kombination jedes Körpers der 
ersten Gesamtheit mit jedem der zweiten entstehen. 

Ferner, wenn wir einen Körper in thermischen Kontakt 
mit einem anderen bringen, z. B. in einem Carnot sehen Kreis- 
prozesse, wo wir eine Flüssigkeitsmasse in thermischen Kon- 
takt mit einem anderen Körper bringen, von dem sie Wärme 
aufnehmen soll, so erreichen wir dies, wenn wir das Gefäß 
bewegen, das die Flüssigkeit enthält. Diese Bewegung wird 
mathematisch durch Änderung der Koordinaten ausgedrückt, 
welche die Lage des Gefäßes bestimmen. Wir erlauben uns, 
zum Zwecke einer theoretischen Diskussion anzunehmen, daß 
die Wände dieses Gefäße's unfähig seien, aus der Flüssigkeit 
Wärme zu absorbieren. Während wir also die eine Art der 
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Einwirkung ausschließen, die wir den Wärmeaustausch zwische 
der Flüssigkeit und dem sie enthaltenden G-efäße nennen, s 
lassen wir doch die andere Wirkungsweise zu, die wir Arbe 
im engeren Sinne nennen, und welche eintritt, wenn das V 
lumen der Flüssigkeit durch die Bewegung eines Kolbens vei 
ändert wird. Dies stimmt mit dem überein, was wir in bezu 
auf die äußeren Koordinaten angenommen haben, die wir i 
jeder beliebigen Weise verändern können, und die sich darin» 
gänzlich von den Koordinaten der zweiten G-esamtheit unter- 
scheiden, mit der wir die erste in Verbindung bringen. 

Wenn bei einem thermodynamischen Experiment Wärme 
zwischen der vorzugsweise betrachteten Flüssigkeit und einem 
anderen Körper übergeht, so wird sie tatsächlich aufgenommen 
und wieder abgegeben von den Wänden des Gefäßes, die so 
eine veränderliche Menge enthalten werden. Dies ist jedoch 
ein störender Umstand, den wir uns auf irgend eine Weise 
unmerkbar gemacht denken, und den wir in der theore- 
tischen Diskussion tatsächlich vernachlässigen. In unserem 
Falle denken wir uns die Wände unfähig, Energie zu ab- 
sorbieren, außer durch die Veränderung der äußeren Koordinaten, 
daß sie aber den Systemen, die sie einschließen, gestatten, 
direkt aufeinander einzuwirken. Eigenschaften dieser Art 
werden mathematisch ausgedrückt durch die Annahme, daß in 
der Nähe einer bestimmten Oberfläche, deren Lage durch ge- 
wisse (äußere) Koordinaten bestimmt ist, die zu dem betrachteten 
Systeme gehörenden Teilchen eine Abstoßung von der Ober- 
fläche erfahren, die mit der Annäherung an die Oberfläche so 
schnell wächst, daß ein unendlicher Energieaufwand erforderlich 
wäre, sie zu durchdringen. Es ist klar, daß zwei Systeme 
durch eine oder mehrere Oberflächen getrennt werden können, 
welche die entsprechenden Kräfte ausüben, und sich doch ein- 
ander nahe genug kommen, um mechanische Wirkungen auf- 
einander auszuüben. 
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Diskussion thermodynamischer Analogien. 

Wenn wir in der rationellen Mechanik eine apriorische 
Begründung für die Gesetze der Thermodynamik finden woUen, 
so brauchen wir vor allem mechanische Definitionen der Tem- 
peratur und Entropie. Die so bestimmten Größen müssen (unter 
Bedingungen und mit Einschränkungen, die wieder in der 
Sprache der Mechanik ausgeführt werden müssen) der Dif- 
ferentialgleichung genügen 

de, = Tdri — Ä^ da^ — Ä^ da^ — etc., (482) 

wo €, T und ri die Energie, Temperatur und Entropie des be- 
trachteten Systems bezeichnen, und A^ da^ etc. die mechanische 
Arbeit (in dem engeren Sinne, in dem der Ausdruck in der 
Thermodynamik, d. h. mit Ausschließung der thermischen 
Wirkung gebraucht wird), die an den äußeren Körpern ge- 
leistet wird. 

Dies erfordert, daß wir imstande sind, in mechanischen 
Ausdrücken die thermische Wirkung eines Systems auf ein 
anderes von der zu trennen, die wir im engeren Sinne die 
mechanische Einwirkung nennen, wenn auch nicht gerade in 
jedem Falle, in dem die beiden vereinigt sind, so doch wenigstens 
soweit, um Fälle von thermischer und Fälle von mechanischer 
Einwirkung zu unterscheiden. 

Eine solche Differentialgleichung bedingt femer eine end- 
liche Gleichung zwischen «, ri und a^, a^ etc., die in bezug 
auf diejenigen Eigenschaften, die wir thermodynamische nennen 
oder die aus Analogie so genannt werden können, als grund- 
legend anzusehen ist Diese thermodynamische Grundgleichung 
wird durch die mechanische Grundgleichung bestimmt, welche 
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die Energie des Systems als Funktion seiner Impulse nnd Koor- 
dinaten ausdrückt in Verbindung mit denjenigmi äußeren Koor- 
dinaten [a^, Oj ctc.)^ ^6 üi dem Differentialausdrudc der an 
den äußeren Körpern geleisteten Arbeit Yorkommen. Wir 
haben nun die mathematischen Operationen anzugeben, durch 
welche die thermodjnamische Grundgleichung, die im allge- 
meinen eine Gleichung zwischen wenigen Variabelen ist, aus 
der mechanischen Grundgleic^ung abgeleitet wird, welche im 
Falle der Naturkörper eine Gleichung zwischen einer großen 
Zahl von Variabelen ist. 

Wir haben femer in mechanischen Begriffen ^auszu- 
sprechen und zu beweisen, was wir die Tendenz der Wärme 
nennen, von einem System mit höherer Temperatur zu einem 
mit niederer Temperatur überzugehen , und wir müssen be- 
weisen, daß diese Tendenz für Systeme von gleicher Temperator 
verschwindet. 

Mindestens haben wir durch eine Schlußweise a priori zn 
zeigen, daß far solche Systeme, wie die uns von der Nator 
gebotenen materiellen Körper diese Beziehungen mit solcher 
Annäherung gelten, daß sie fbr die menschlichen Beobachtungs- 
mittel merklich wahr sind. Dies ist in der Tat alles, was wirklich 
notwendig ist, um die Wissenschaft der Thermodynamik auf 
eine apriorische Grundlage zu stellen. Und doch werden wir 
naturgemäß wünschen, den genauen Ausdruck für diejenigen 
Prinzipien zu finden, von denen die thermodynamischen Gesetze 
nur einen angenäherten Ausdruck darstellen. Eine ganz geringe 
Kenntnis der statistischen Eigenschaften konseryativer Systeme 
mit einer endlichen Anzahl von Freiheitsgraden genügt schon, 
um mehr oder weniger deutlich hervortreten zu lassen, daß die 
allgemeinen thermodynamischen Gesetze die Grenze bilden, der 
sich die exakten Gesetze solcher Systeme nähern, wenn die 
Anzahl ihrer Freiheitsgrade unbegrenzt vergrößert wird. Und 
das Problem, die exakten Beziehungen im Gegensatz zu den 
angenäherten flir Systeme mit einer großen Anzahl von Freiheits- 
graden zu finden, ist praktisch dasselbe wie die Beziehungen 
zu finden, welche für eine beliebige Anzahl von Freiheitsgraden 
gelten, im Gegensatz zu solchen, die auf empirischer Basis 
für Systeme mit einer großen Zahl von Freiheitsgraden auf- 
gestellt sind. 
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Der Ausdruck und Beweis dieser exakten Gesetze für 
Systeme mit einer endlichen Zahl von Freiheitsgraden ist der 
Hauptgegenstand der vorhergehenden Untersuchung gewesen. 
Doch muß bestimmt erklärt werden, daß, wenn auch die Resultate, 
die wir bei sehr großer Anzahl von Freiheitsgraden erhalten, 
merklich mit den allgemeinen Gesetzen der Thermodynamik 
übereinstimmen, so interessant und bezeichnend diese Über- 
einstimmung auch sein mag, wir doch noch weit davon entfernt 
sind, die Naturerscheinungen in bezug auf diese Gesetze voll 
erklärt zu haben. Denn verglichen mit der Natur sind die 
Systeme, die wir betrachteten, von idealer Einfachheit. Ob- 
gleich unsere einzige Annahme die ist, daß wir konservative 
Systeme mit einer endlichen Anzahl von Freiheitsgraden be- 
trachten, so scheint es doch, als ob wir mit dieser Annahme, 
soweit es sich um Naturkörper handelt, viel zu weit gingen. 
Die Erscheinungen der strahlenden Wärme, die in einem voll- 
ständigen System der Thermodynamik gewiß nicht vernachlässigt 
werden dürfen, und die elektrischen Erscheinungen, die mit der 
Vereinigung von Atomen verbunden sind, scheinen zu beweisen, 
daß die Hypothese von Systemen mit einer endlichen Anzahl 
von Freiheitsgraden für die Erklärung der Körpereigenschaften 
nicht ausreicht. 

Auch scheinen die Resultate solcher Annahmen nicht in 
jeder Einzelheit mit der Erfahrung übereinzustimmen. Wir 
sollten z. B. erwarten, daß ein zweiatomiges Gas, so weit es 
unabhängig von dem Phänomen der Strahlung und jeder Art 
elektrischer Betätigung behandelt werden kann, für jedes 
Molekül sechs Freiheitsgrade hätte. Aber das Verhalten eines 
solchen Gases scheint auf nicht mehr als fünf zu weisen. 

Aber obwohl diese, von den Physikern^) längst erkannten 
Schwierigkeiten bei dem gegenwärtigen Stande der Wissen- 
schaft jede befriedigende Erklärung der thermodynamischen 
Phänomene, wie sie in der Natur vorkommen, zu verhindern 
scheinen, so bleibt doch der ideale Fall von Systemen mit 
einer endlichen Zahl von Freiheitsgraden ein Gegenstand, der 
sicherlich von großem theoretischem Interesse ist und der dazu 



1) Siehe Boltzmann, Sitzb. der Wiener Akad., Bd. LXIII, S. 418 
(1871). 
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dienen kann, den Weg zur Lösung der weit schwierigere 
Probleme zu weisen, welche die Natur uns bietet. Und we 
das Studium der statistischen Eigenschaften solcher Systeme un 
einen exakten Ausdruck für Q-esetze gibt, die im G-renzfall 
die Form der geltenden Gesetze der Thermodynamik annehmen, 
so wird ihr Interesse nur um so größer. 

Wir haben definiert, was wir den Modul einer Gesamt - 
heit von kanonisch in der Phase verteilten Systemen nannteii^ 
und was wir unter dem Wahrscheirdichkeitsexponenten tj eine 
Phase in einer solchen Gesamtheit verstanden. Es wurde gezeigti- , 
daß zwischen dem Modul 0, den äußeren Koordinaten a^ et 
und dem Durchschnittswerte der Energie s in der Gesamthei 
dem Wahrscheinlichkeitsexponenten rj und den äußeren Kräfte 
^j etc., die von den Systemen ausgeübt werden, die folgend 
Differentialgleichung besteht: 

de == — Odfj — Ä^ da^ — Ä^ da^ — etc. (489^B) 

Diese Gleichung ist, wenn wir von dem Zeichen der Durch — 
Schnittsbildung absehen, in der Form identisch mit der thermo — 
dynamischen Gleichung (482), wobei der Modul der Temperatuiac 
und der Wahrscheinlichkeitsexponent der Phase mit um- 
gekehrtem Vorzeichen der Entropie entspricht.^) 

Wir haben auch gezeigt, daß das durchschnittliche Quadrat 
der Anomalien von 6, d. h. der Abweichungen zwischen den 
Einzelwerten und dem Durchschnittswerte, im allgemeinen von 
derselben Größenordnung ist wie das Reziproke der Zahl der 
Freiheitsgrade, und daß daher für die menschliche Beobachtung 
die Einzelwerte von den Durchschnittswerten nicht zu unter- 
scheiden sind, wenn die Zahl der Freiheitsgrade sehr groß 
ist^ In diesem Falle sind auch die Anomalien von iy praktisch 
unmerklich. Dasselbe gilt von den Anomalien der äußeren 
Kräfte A^ etc., soweit diese aus den Anomalien der Energie 
hervorgehen, so daß, wenn diese Kräfte durch die Energie und 
die äußeren Koordinaten merklich bestimmt sind und die Zahl 
der Freiheitsgrade sehr groß ist, die Anomalien dieser Ejräfte 
selbst unmerklich sind. 



^) Siehe viertes Kapitel, S. 43, 44. 
*) Siehe siebentes Kapitel, S. 73 — 75. 
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Die mathematischen Operationen, mit deren Hilfe die end- 
^^txe Gleichung zwischen s, fj und a^ etc. aus derjenigen ab- 
S^l^itet ist, welche die Energie c eines Systems als Funktion der 
^pulse /?j . . .p,j und der inneren Koordinaten Ji . . . ?„ wie der 
^>ißeren a^ etc. darstellt, werden durch die Gleichung gegeben 

\p alle 



e =l,.,le ^9^ '"^9n^Pi'"^Pn9 (484) 



"Wo 



Phasen 

1^ = 0^ + 6. 



Wir haben auch gezeigt, daß wenn Systeme verschiedener 
Gesamtheiten in Bedingungen gebracht werden, die dem 
thermischen Eontakt analog sind, das durchschnittliche Er- 
gebnis in einem Übergang der Energie von der Gesamtheit 
mit dem größeren Modul zu der mit dem kleineren^) besteht, 
und daß wir im Falle gleicher Moduln in bezug auf die Energie- 
verteilung ^ einen Zustand statistischen Gleichgewichts erhalten. 

Es wurden auch Sätze bewiesen analog den thermo- 
dynamischen, die sich auf einen Carnotschen Kreisprozeß^ 
beziehen oder auf die Tendenz der Entropie, sich zu ver- 
größern,*) besonders wenn Körper verschiedener Temperatur 
in Berührung gebracht werden.^) 

Wir haben auf diese Weise Größen genau bestimmt und 
Lehrsätze streng bewiesen, die für jede Zahl von Freiheits- 
graden gelten und welche bei einer sehr großen Anzahl von 
Freiheitsgraden der menschlichen Wahrnehmung als Größen 
und Sätze der empirischen Thermodynamik erscheinen würden. 

Es ist jedoch klar, daß sich auch verschiedene Größen für 
endliche Werte von n bestimmen lassen, die sich derselben 
Grenze nähern, wenn n unbegrenzt zunimmt, und verschiedene 
Sätze in bezug auf endliche Werte von n, die an der Grenze 
für n = OD alle dasselbe ergeben. Es kann daher auch andere 



*) Siehe dreizehntes Kapitel, S. 164. 
«) Siehe viertes Kapitel, S. 34—36. 
«) Siehe dreizehntes Kapitel, S. 165—167. 
*) Siehe zwölftes Kapitel, S. 146—154. 
^) Siehe dreizehntes Kapitel, S. 168. 
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Größen geben, und es gibt solche, die ebensowohl Anspruch 
darauf hätten, für Systeme mit einer endlichen Zahl von 
Freiheitsgraden als Temperatur und Entropie aufgefaßt zu 
werden. 

Die von uns betrachteten Definitionen und Sätze beziehen 
sich wesentlich auf das, was wir eine kanonische G-esamtheit 
von Systemen nannten. Dies mag als ein weniger natürlicher 
und einfacher BegrifP erscheinen, als was wir eine mikro- 
kanonische Gesamtheit von Systemen nannten, in der alle 
Systeme die gleiche Energie besitzen und welche in vielen 
Fällen einfach die Zeitgesamtheit darstellt^ d. h. die Gesamtheit 
der Phasen, durch die ein einzelnes System im Laufe der Zeit 
hindurchgeht. 

Es dürfte daher wünschenswert erscheinen, in bezug auf 
diese mikrokanonischen Gesamtheiten Definitionen und Lehr- 
sätze zu finden, welche denen entsprechen^ die in der Thermo- 
dynamik auf Erfahrung gegründet sind. Die Gleichung (418) 



de = e-^ Vdlog V — A^\eda^ — A^^da^ — etc., (485) 

die im zehnten Kapitel bewiesen wurde und die sich auf eine 
mikrokanonische Gesamtheit bezieht, wobei A^ g den Durch- 
schnittswert von A^ in einer solchen Gesamtheit bezeichnet, 
entspricht nun genau der thermodynamischen Gleichung, von 
dem Durchschnittszeichen abgesehen, mit dem die äußeren 
Kräfte versehen sind. Da aber diese Kräfte durch die Energie 
und die äußeren Koordinaten nicht völlig bestimmt sind, so 
ist die Anwendung der Durchschnittswerte dem Gegenstande 
durchaus entsprechend und bietet das bequemste Mittel, voll- 
ständig bestimmte Größen zu erhalten. Diese Durchschnitts- 
werte, die über eine mikrokanonische Gesamtheit genommen 
werden, können in mancher Beziehung als einfachere und natür- 
lichere Begriflfe gelten als die, welche sich auf eine kanonische 
Gesamtheit beziehen. Zudem sind die Energie und die der 
Entropie entsprechende Größe in dieser Gleichung frei vom 
Durchschnittszeichen. 

Die Größe in unserer Gleichung, die der Entropie ent- 
spricht, ist log V, wo die Größe V als die Phasenausdehnung 
definiert wurde, in welcher die Energie kleiner als ein gewisser 
Grenzwert e ist. Dies ist entschieden ein einfacherer Begriff als 
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der Durchschnittsexponent der Phasen Wahrscheinlichkeit in einer 
kanonischen G-esamtheit. Der Ausdruck log V hat die Eigen- 
schaft^ daß wenn er konstant ist^ immer 



rf6 = — -^jlecfoj — A^^da^ + etc., (486) 

genau entsprechend der thermodynamischen Eigenschaft der 
Entropie, daß, wenn sie konstant ist, 

c?€ = — ^j da^ — A^ da^ + etc. (487) 

Die Grröße in der Grleichung, die der Temperatur entspricht, 
ist 6~*F oder dejd log F. In einer kanonischen Gesamtheit 
ist der Durchschnittswert dieser Größe gleich dem Modul, wie 
im neunten und zehnten Kapitel durch verschiedene Methoden 
gezeigt wurde. 

Im zehnten Kapitel ist auch bewiesen worden, daß wenn 
Systeme einer mikrokanonischen Gesamtheit aus Teilen mit 
getrennten Energien bestehen, der Durchschnittswert von b^^V 
für jeden Teil gleich seinem Durchschnittswert für jeden anderen 
Teil und gleich dem gemeinsamen Wert desselben Ausdrucks 
für die ganze Gesamtheit ist. Dies entspricht dem Satze in 
der Wärmetheorie, daß im Falle thermischen Gleichgewichts 
die Temperaturen der Teile eines Körpers einander und der 
des ganzen Körpers gleich sind. Da die Energien der Teile 
eines Körpers nicht als absolut konstant vorausgesetzt werden 
können, selbst wo dies für den ganzen Körper der Fall ist, so 
ist klar, daß wenn wir die Temperatur als eine Funktion der 
Energie ansehen, die Bildung von Durchschnittswerten oder 
wahrscheinlichen Werten oder sonst irgend ein statistischer 
Prozeß auf die einzelnen Teile angewendet werden muß, um 
einen vollständig bestimmten Wert zu liefern, der dem BegriflF 
der Temperatur entsprechen soll. 

In diesem Zusammenhang ist noch beachtenswert, daß der 
Durchschnittswert der kinetischen Energie, sei es in einer mikro- 
kanonischen oder in einer kanonischen Gesamtheit, dividiert 
durch die halbe Anzahl der Freiheitsgrade, gleich e-^V oder 
gleich dem Durchschnittswert dieser Größe ist, und daß dies 
nicht nur für das ganze System gilt, das entweder mikrokanonisch 
oder kanonisch verteilt ist, sondern auch für jeden Teil, ob- 
wohl das entsprechende, auf die Temperatur bezügliche Theorem 
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kaum der empirischen Thennodynamik angehört, da weder die 
(innere) kinetische Energie eines Körpers noch die Zahl seiner 
Freiheitsgrade unserer Beobachtung unmittelbar zugänglich ist; 
und wir begegnen den ernstesten Schwierigkeiten, wenn wir 
versuchen, das Theorem auf die G-astheorie anzuwenden, aus- 
genommen den einfachsten Fall, den der einatomigen Gase. 
Aber die Beziehung zwischen 6"*F oder daldlogV und 
der Temperatur ist nur unvollkommen. Haben zwei getrennte 
Systeme solche Energien, daß 

d log Fl "" d log F, ' 

und werden die beiden Systeme zu einem dritten System 
vereinigt mit der Energie 

SO haben wir im allgemeinen nicht 

d £i2 d Si d e^ 



d log Fl, d log Fl dlogF, 

wie es die Analogie mit der Temperatur erfordern würde. 
Vielmehr haben wir gesehen, daß 



d 6it d 6i 



dlogFij rflogFi 



dSq 



«1« ^ log Fi 






wobei die zweiten und dritten Glieder der Gleichung Durch- 
schnittswerte in einer Gesamtheit bezeichnen, in der die zu- 
sammengesetzten Systeme mikrokanonisch in der Phase verteilt 
sind. Nehmen wir an, die beiden ursprünglichen Systeme seien 
von identischer Beschaffenheit; dann ist 

Die in Frage stehende Gleichung würde nun erfordern, daß 



dei dei 



«1« 



d log Fl d log Fl 

d. h. daß wir dasselbe Resultat erhalten, ob wir den Wert von 
de^ld log Fj für den Durchschnittswert von «^ in der G-esamtheit 
nehmen oder den Durchschnittswert von d b^ jd log V^ Dies 



Diskussion thermodynamischer Analogien. 177 

wird der Fall sein, wo de^jd log V^ eine lineare Funktion von 
e^ ist. Offenbar stellt dies nichjt den allgemeinsten Fall dar. 
Daher kann die betreffende Gleichung auch nicht allgemein 
gelten. Sie gilt jedoch in einigen sehr wichtigen besonderen 
Fällen, z. B. wenn die Energie eine quadratische Funktion der 
p und q, oder der p allein ist.^) Gilt die Gleichung, so ist 
der Fall analog dem solcher Körper in der Thermodynamik, 
für welche die spezifische Wärme bei konstantem Volumen 
konstant ist. 

JB^e andere mit der Temperatur in enger Beziehung 
stehende Größe ist d^jd^. Es wurde im neunten Kapitel 
bewiesen, daß in einer kanonischen Gesamtheit, wenn w > 2, 
1/0 der Durchschnittswert von d (p/de ist, und daß der häufigste 
Energie wert in der Gesamtheit der ist, für den d (p/de =^1/0 
ist. Die erste dieser Eigenschaften könnte mit der des Aus- 
drucks de/dlogV verglichen werden, der, wie wir sahen, in 
einer kanonischen Gesamtheit den Durchschnittswert besitzt 
ohne Einschränkung in bezug auf die Anzahl der Freiheitsgrade. 

Auch für mikrokanonische Gesamtheiten besitzt d^pjdi 
eine Eigenschaft ähnlich der in bezug auf c? 6 /c? log Fangebenen. 
Das heißt, wenn ein mikrokanonisch in der Phase verteiltes 
System aus zwei Teilen mit getrennten Energien besteht und 
jeder mehr als zwei Freiheitsgrade besitzt, so sind die Durch- 
schnittswerte in der Gesamtheit von d(l>jde für die beiden 
Teile einander gleich und gleich dem Werte desselben Aus- 
drucks für die ganze Gesamtheit. In unseren gewöhnlichen 
Bezeichnungen ist also 

d a>,. 



d 01 



dsi 



d0i 



fl2 



de^ 



«n a ^ij 



wenn n^> 2 und n^> 2 ist. 

Diese Analogie mit der Temperatur weist dieselbe ün- 
vollständigkeit auf, die wir bei de/d log V bemerkten. Nämlich, 
wenn zwei Systeme solche Energien 6^ und e^ haben, daß 

d0^ __ d 0i 

d 6i d e^ 

^) Dieser letzte Fall ist wegen seiner Beziehung zur Grastheorie 
von Wichtigkeit, obgleich er genau genommen nur als Grenze von 
möglichen Fällen, nicht als ein selbst möglicher Fall angesehen werden muß. 

GiBBS, Statistisohe Mechanik. 12 
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und sie werden verbunden zu einem dritten Systeme mit de 
Energie 

^12 ^^ ^1 ~r ^2 » 

SO haben wir im allgemeinen nicht 

d 6i2 d 6i d 6^ 

So ist z. B., wenn die Energie eine quadratische Funkti 
der p und q ist, ^) 

d0i _ n^-l d <?>g __ 7t,- 1 

d 6i Si d £, e, 

d 012 ^ij — 1 Wi+n, — 1 

et ^1, 6i, ßi "T ß, 

wobei Wj, ^2, ^12 die Zahlen der Freiheitsgrade für die 

trennten und die verbundenen Systeme bezeichnen. Al> 

es wird 

d0i d0i Wi + w, - 2 

d ßi d 62 ßi + 6, 

Ist die Energie eine quadratische Punktion der p allein, ^o 
ist der Fall derselbe, nur daß wir ^n^, -J-Tig, ^n^g hätli^^i 
statt n^, n^, n^^. In diesen besonderen Fällen wäre die Analo^i^^ 
zwischen dBJdlog Fund der Temperatur vollständig, wie sctxo^ 
früher bemerkt wurde. Wir hätten 

d e^ «1 

d log \\ rii 

^ ^1« ^la 

• c?log F12 ^12 d log Fl ~" rflogF, ' 

wenn die Energie eine quadratische Funktion der p und q is*; 
und ähnliche Gleichungen mit ^w^, ^n^, ^n^2 *^ Stelle von 
Wj, 7*2 , Tijg, wenn die Energie eine quadratische Funktion doT 
p allein ist. 

Weit charakteristischer für d(J)jde sind seine Eigenschaften/ 

^) Siehe die Note auf S. 93. Wir haben hier als den kleinsten mi* 
den äußeren Koordinaten verträglichen Energiewert Null statt e« ä'*' 
genommen, wie augenscheinlich zulässig, wenn die äußeren Koordinaten 
als unveränderlich angesehen werden. 



dB^ 
d log F2 




da^ __ 


db^ 



I 
J 
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die sich auf die wahrscheinlichsten W^rte der Energie beziehen. 
Wenn ein System ans zwei Teilen mit getrennten Energien 
besteht, deren jeder mehr als zwei Freiheitsgrade hat und 
mikrokanonisch in der Phase verteilt ist, so genügt die wahr- 
scheinlichste Verteilung der Energie auf die Teilsysteme in 
einem beliebig aus der Gesamtheit herausgegriffenen System 
der Gleichung 

d0^ d0^ 



d Si d e^ 



(488) 



entsprechend dem thermodynamischen Satze^ daß die Energie- 
verteilung zwischen den Teilen eines Systems im Falle des 
thermischen Gleichgewichts so beschaffen ist, daß die Tem- 
peraturen der Teile gleich sind. 

Um diesen Satz zu beweisen, bemerken wir, daß der 
Bruchteil der Gesamtzahl der Systeme, für welche die Energie e^ 
des einen Teiles zwischen den Grenzen 8^' und s^" liegt, aus- 
gedrückt wird durch 



«i" 



wobei die Variabelen durch die Gleichung verbunden sind 

6j + «2 = const. = «1 2 • 

Der größte Wert dieses Ausdrucks für einen konstanten un- 
endlich kleinen Wert der Differenz Ci"— «/ bestimmt einen 
Wert von «j, den wir den wahrscheinlichsten Wert nennen 
können. Dieser hängt ab von dem maximalen Wert von 
0j + ^2* ^^^ ^^^ Wj > 2 und ^2 > 2, so erhalten wir 0^ = — oo 
für den kleinsten Wert von «^ und 0^ = — - oo für den 
kleinsten Wert von «g. Zwischen diesen Grenzen sind 
dann 0^ und 0^ endlich und stetig. Also muß <P^ + Q>^ ein 
Maximum haben, das der Gleichung (488) genügt 

Ist aber w^ ^2 oder Wg^^, so kann dOi^jäs^ oder d(I>^lde^ 
negativ oder Null sein für alle Werte von e^ oder e^ und 
kann kaum als Analogen der Temperatur angesehen werden. 

Es ist auch bemerkenswert, daß, wenn ein mikrokanonisch 
in der Phase verteiltes System drei Teile mit getrennten Energien 
besitzt und jeder mehr als zwei Freiheitsgrade hat, die wahr- 

12* 
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scheinlichste Verteilung ^der Energie unter diese Teile der 
Gleichung genügt 

d ßi d B^ dsQ 

Das heißt; diese Gleichung bestimmt das wahrscheinlichste 
System der Werte von 6^, e^ und «g. Sie ergibt aber nicht 
den wahrscheinlichsten Wert von c^, e^ oder ^. So wird z. B., 
wenn die Energien quadratische Funktionen der p und q sind, 
die wahrscheinlichste Energieverteilung gegeben durch die 
Gleichung 

n^ — 1 Wj — l__w, — 1 

Aber der wahrscheinlichste Wert von «^ wird gegeben durch 

w, — 1 __ n^ + ns — l 

fl "" Cj, + fj 

während die vorangehenden Gleichungen ergeben 

7*1 — 1 nj+Wj — 2 

Diese Unterschiede verschwinden für sehr große Werte 
von n^, »2, Wg. Für kleine Werte dieser Zahlen sind sie be- 
trächtlich. Solche Tatsachen scheinen darauf hinzuweisen, daß 
die Betrachtung der wahrscheinlichsten Energieverteilung unter 
die Teile eines Systems keine geeignete Grundlage für das 
Studium thermodynamischer Analogien bietet für den Fall von 
Systemen mit einer kleinen Zahl von Freiheitsgraden. Die 
Tatsache, daß eine gewisse Energieverteilung die wahrschein- 
lichste ist, ist allerdings nicht von besonderer physikalischer 
Wichtigkeit, ausgenommen den Fall, wo alle möglichen Ver- 
teilungen so dicht beieinander liegen, daß die wahrscheinlichste 
Verteilung geradezu ihre Gesamtheit repräsentieren kann. Dies 
ist im allgemeinen mit sehr großer Annäherung der Fall, 
wenn n außerordentlich groß ist; es gilt aber gar nicht mehr, 
wenn n klein ist. 

Lassen wir d (p/d s dem Reziproken der Temperatur 
entsprechen, oder mit anderen Worten, dejd^ der Temperatur 
selbst, so muß der Entropie entsprechen. Es ist definiert 
worden als log [dVjde), In den Betrachtungen, auf die sich 
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seine Definition gründet, verhält es sich daher ganz ähnlich 
wie log F. Wir haben gesehen, daß d Q^jd log V sich dem Wert 
Eins nähert, wenn n sehr groß wird. ^) 

um eine Differentialgleichung nach Art der thermodyna- 
mischen Gleichung (482) zu bilden, in der dsjd^P die Stelle der 
Temperatur und 0} die Stelle der Entropie einnehmen soll, 
können wir schreiben 

oder 

fl? = 4^ dB + 4^ da, + 4^ da^ + etc. (490) 

In bezug auf die Differentialquotienten in der letzten Gleichung, 
die genau der nach d7] aufgelösten Gleichung (482) entspricht, 
haben wir gesehen, daß ihre Durchschnittswerte in einer 
kanonischen Gesamtheit gleich 1/0 und den Durchschnitts- 
werten von Jj/0, -^2/® ^^' sind.^) Wir haben weiter gesehen, 
daß deld(p (oder d^Pjde) Beziehungen zu den wahrschein- 
lichsten Werten der Energie in Teilen einer mikrokanonischen 
Gesamtheit hat. Daß die • Ausdrücke [dBJda^^^a etc. einiger- 
maßen analoge Eigenschaften besitzen, soll im Folgenden ge- 
zeigt werden. 

In einem physikalischen Experimente messen wir eine 
Kraft, indem wir sie mit einer anderen ins Gleichgewicht 
setzen. Würden wir fragen, welche auf die Vergrößerung oder 
Verkleinerung von a^ gerichtete Kraft der Wirkung der Systeme 
gleich käme, so müßte es eine solche sein, die sich mit den 
verschiedenen Systemen ändert. Doch können wir auch fragen, 
welche bestimmte .Kraft einen gegebenen Wert von a^ zum 
wahrscheinlichsten macht, und wir werden finden, daß unter 
gewissen Bedingungen {d6lda^)^^a diese Kraft darstellt 

Um das Problem zu einem bestimmten zu machen, be- 
trachten wir ein System, das aus dem ursprünglichen System 
besteht, zusammen mit einem anderen mit den Koordinaten 
Oj, ag etc. und. den Kräften A^\ Ä,J etc., welche diese Koor- 
dinaten zu vergrößern streben. Diese Ej*äfte kommen zu den 



1) Siehe zehntes Kapitel, S. 121, 122. 

^ Siehe neuntes Kapitel, Gleichungen (321), (327). 
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Yon dem ursprünglichen System ausgeübten Kräften A^, d^ etc. 
hinzu und werden aus einer Kr&ftefunktion -e,' abgeleitet 
durch die Gleichungen 

-/ii — -~ — ä — > ^o — ^ -5 — » etc. 
* o Ol 2 0, 

Für die Energie des ganzen Systems können wir schreiben 

^ = « + V + i '^i ^1^ + i" ^2 ^2* + ö^^- 

und für die Phasenausdehnung des ganzen Systems zwischen 
beliebigen Grenzen 

j . . . I dp^ , , , d q^d a^ tw^ d d^ d a^ Tn^ dd^, , , 
oder 

I ... I e^ d B d a^ m^ d d^ d a2 Tn2 d d^ * . , , 

oder endlich 

I ... 1 e^ d E d a^ m^ d d^ d a^ m^ dd^» » »^ 

dsi de = dE ist, solange «^,^^,03,^2 etc. konstant bleiben. Sind 
die Grenzen ausgedrückt durch E und E+dE, a^ und a^ + da^, 
d^ und a^ + dd^ etc., so reduziert sich das Integral auf 

e^ d E d a^ m^ dd^d a^ fn^ d d2' » • 

Die Werte von o^, d^, a^, d^ etc., die diesen Ausdruck zu 
einem Maximum machen für konstante Werte der Energie des 
ganzen Systems und der Differentiale dE, da^, dd^ etc., sind 
die sogenannten wahrscheinlichsten Werte von a^, d^^ etc. in 
einer Gesamtheit, in der das ganze System mikrokanonisch 
verteilt ist. Um diese Werte zu bestimmen, haben wir 

de^ = 0, 
während 

^{^ + V + ^'^i ^1' + 1^2 ^^2* + ö^c.) = 0. 
Das heißt 

d0 = O, 
während 

(Ä)/* + (1^)*, /«i -^i''^«! + «tc. + m,d,dä, + etc. - 0. 
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Dies erfordert 

und 

M^ \ = j ' (Al] = ^ ' etc 

Hieraus geht hervor, daß für gegebene Werte von E, a^, a^ etc. 

etc. die Kräfte (im verallgemeinerten Sinne) 



( 



darstellen, welche die äußeren Körper auszuüben hätten, um 
diese Werte von a^, a^ etc. zu den wahrscheinlichsten unter 
den genannten Bedingungen zu machen. Sind die DiflFerenzen 
der äußeren Kräfte, die von den verschiedenen Systemen aus- 
geübt werden, zu vernachlässigen, so stellen die Ausdrücke 
— {dejdcL^^^a etc. diese Kräfte dar. 

Gewiß sind es die auf eine kanonische Gesamtheit bezüg- 
lichen Größen I, 0, ^, Ä^ etc., a^ etc., in denen wir die voll- 
kommenste Übereinstimmung mit den Größen der thermo- 
dynamischen Gleichung (482) finden. Gleichwohl mag der 
Begriflf der kanonischen Gesamtheit selbst manchem künstlich 
erscheinen und kaum einer natürlichen Darstellung des Gegen- 
standes gemäß; und die Größen 

etc., a^ etc., die in enger Beziehung stehen zu Gesamtheiten 
von konstanter Energie, sowie zu Durchschnittswerten und 
wahrscheinlichsten Werten in solchen Gesamtheiten, und die in 
ihrer Mehrzahl ohne Bezugnahme auf irgend eine Gesamtheit 
definiert sind, können als die natürlichsten Analogien der 
thermodynamischen Größen erscheinen. 

In bezug auf die Natürlichkeit bei der Aufsuchung von 
Analogien mit dem thermodynamischen Verhalten der Körper 
in kanonischen oder mikrokanonischen Gesamtheiten von 
Systemen wird viel davon abhängen, wie wir an den Gegen- 
stand herantreten, besonders von der Frage, ob wir die Energie 
oder die Temperatur als unabhängige Variabele betrachten. 

Es ist sehr natürlich, lieber die Energie als die Temperatur 
zur unabhängigen Variabelen zu nehmen, weil uns die gewöhn- 
liche Mechanik einen vollkommen definierten Begriff der Energie 
bietet, wogegen die Idee einer auf ein mechanisches System 
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bezogenen und der Temperatur entsprechenden Größe ein nur 
ungenau definieHer Begriff ist Ist nun der Zustand eines 
Systems gegeben durch seine Energie und die äußeren Koor- 
dinaten, so ist er nur unvollständig definiert , obwohl seine 
teilweise Definition^ soweit es geht, vollständig klar ist. Die 
Gesamtheit mikrokanonisch verteilter Phasen mit den gegebenen 
Werten der Energie und der äußeren Koordinaten wird das 
unvollständig definierte System besser darstellen als jede andere 
Gesamtheit oder eine einzelne Phase. Treten wir von dieser 
Seite an den Gegenstand heran, so werden unsere Theoreme 
sich naturgemäß auf Durchschnittswerte oder wahrscheinlichste 
Werte in solchen Gesamtheiten beziehen. 

In diesem Falle wird die Wahl zwischen den Variabelen 
von (485) oder (489) zum Teil durch die relative Wichtigkeit 
bestimmt, die den durchschnittlichen und wahrscheinlichen 
Werten zukommt. Es scheint, daß im allgemeinen die Durch- 
schnittswerte die wichtigsten sind und daß sie sich besser für 
analytische Umformungen eignen. Diese Betrachtung würde 
dem System von Variabelen den Vorzug geben , in welchem 
log V das Analogon der Entropie ist. Überdies begegnen wir, 
wenn wir zum Analogon der Entropie machen, der Not- 
wendigkeit, für Systeme von einem oder zwei Freiheitsgraden 
zahlreiche Ausnahmen zu machen. 

Andrerseits kann die Definition von als ein wenig ein- 
facher angesehen werden als die von log F, und wenn unsere 
Wahl durch die Einfachheit in den Definitionen der Analoga 
für Entropie und Temperatur bestimmt wird, möchte es scheinen, 
als ob das (P-System den Vorzug erhalten müßte. In unserer 
Definition dieser Größen wurde zuerst V definiert und e^ durch 
Differentiation aus V abgeleitet. Dies ergibt den Zusammen- 
hang dieser Größen in der einfachsten analytischen Form. Und 
doch ist es, soweit es sich um die Begriffe handelt, vielleicht 
natürlicher, V durch Integration aus e^ abgeleitet zu denken. 
Auf jeden Fall kann e^ unabhängig von V definiert werden, 
und seine Definition kann als einfacher angesehen werden, da 
sie nicht die Bestimmung des Nullpunktes erfordert, von dem 
aus V gemessen wird, was bisweilen Fragen delikater Art mit 
sich bringt. In der Tat kann die Größe e^ in Fällen 
existieren, wo die Definition von V für praktische Zwecke illu- 
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sorisch wird, weil das Integral^ durch das es bestimmt ist^ 
unendlich wird. 

Gauz anders verhält es sich, wenn wir die Temperatur 
als unabhängige Variabele ansehen und ein System zu betrachten 
haben, das eine gewisse Temperatur und gewisse Werte für 
die äußeren Koordinaten haben soll. Hier ist auch der Zustand 
des Systems nicht vollständig definiert und wird besser durch 
eine Gesamtheit von Phasen als durch eine einzelne Phase 
dargestellt Welcher Art ist nun eine Gesamtheit, die am besten 
diesen unvollständig definierten Zustand darstellt? 

Wünschen wir einem Körper eine gewisse Temperatur zu 
geben, so bringen wir ihn in ein Bad von der betreflfenden Tem- 
peratur, und wenn wir das thermische Gleichgewicht hergestellt 
glauben, sagen wir, daß der Körper dieselbe Temperatur wie 
das Bad habe. Vielleicht stellen wir einen zweiten Körper 
mit Maßcharakter, den wir Thermometer nennen, in das Bad 
und behaupten, daß der erste Körper, das Bad und das Thermo- 
meter alle dieselbe Temperatur haben. 

Aber der Körper, ebenso wie das Bad und das Thermo- 
meter würden sich unter solchen Umständen, selbst wenn sie 
von äußeren Einflüssen gänzlich abgeschlossen wären (was in 
einer theoretischen Diskussion anzunehmen bequem ist), ständig 
in der Phase verändern, auch in der Energie wie in anderer 
Beziehung, obwohl unsere Beobachtungsmittel nicht fein genug 
sind, diese Änderungen zu bemerken. 

Die Folge der Phasen, die das ganze System im Laufe 
der Zeit durchläuft, kann durch die Energie nicht vollständig 
bestimmt werden, sondern kann außerdem von der Anfangs- 
phase abhängen. In solchen Fällen wird die durch mikro- 
kanonische Verteilung des ganzen Systems gewonnene Gesamt- 
heit, welche alle möglichen Zeitgesamtheiten,, und zwar in 
möglichst natürlichen Verhältnissen, umfaßt, die Wirkung des 
Bades besser darstellen als irgend eine Zeitgesamtheit.. In 
der Tat ist eine einzelne Zeitgesamtheit, wenn sie nicht auch 
eine mikrokanonische Gesamtheit ist, ein zu schlecht definierter 
Begriff, um den Zwecken einer allgemeinen Diskussion dienen 
zu können. Daher wollen wir uns, wenn wir den Körper in 
einem Bad betrachten, vorzugsweise mit der so erhaltenen 
mikrokanonischen Phasengesamtheit beschäftigen. 
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Denken wir uns nun die Menge der das Bad bildenden 
Substanz vergrößert, so werden die Anomalien der Einzel- 
energien des Körpers und des Thermometers in der mikro- 
kanonischen Gesamtheit größer werden, aber nicht unbegrenzt 
Die Anomalien der Energie des Bades, im Vergleich mit seiner 
ganzen Energie betrachtet, nehmen in dem Maße unbegrenzt 
ab, wie die Größe des Bades zunimmt, und werden in gewissem 
Sinne zu vernachlässigen sein, wenn die Größe des Bades ge- 
nügend zugenommen hat. Die Gesamtheit der Phasen des 
Körpers und des Thermometers nähert sich einem Normal- 
zustand, während die Größe des Bades unbegrenzt wächst. 
Dieser Grenzzustand ist, wie leicht nachzuweisen, die früher 
beschriebene kanonische Verteilung. 

Bezeichnen wir mit e die Energie des Gesamtsystems, be- 
stehend aus dem ersterwähnten Körper, dem Bad und dem 
Thermometer (falls ein solches vorhanden), und nehmen wir 
zunächst an, daß dieses System kanonisch mit dem Modul 
verteilt sei. Wir haben dann nach (205) 

de 



und wegen 






de n de 



d& 2 dep 

Schreiben wir ^ic für die mittlere quadratische Anomalie, 
so erhalten wir 

Setzen wir weiter 

230 = -7^236, 

de ' 

SO wird A angenähert die Zunahme von darstellen, welche 
eine Zunahme im Durchschnittswerte der Energie hervorbringen 
würde gleich seiner mittleren quadratischen Anomalie. Diese 
Gleichungen ergeben nun 

^ ' n de 
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woraus hervorgeht, daß wir A unbegrenzt verkleinem können, 
indem wir die Quantität des Bades vergrößern. 

Nun besteht unsere kanonische Gesamtheit aus einer un- 
endlichen Anzahl von mikrokanonischen Gresamtheiten, welche 
sich nur durch die verschiedenen Werte der Energie unter- 
scheiden, die in jeder konstant ist. Betrachten wir die Phasen 
des ersten Körpers für sich, die in der kanonischen Gesamtheit 
des ganzen Systems vorkommen, so bilden diese Phasen eine 
kanonische Gesamtheit mit demselben Modul. Diese kanonische 
Gesamtheit der Phasen des ersten Körpers wird aus Teilen 
bestehen, die den verschiedenen mikrokanonischen Gesamtheiten 
angehören, in welche die kanonische Gesamtheit des ganzen 
Svstems zerfällt. 

Stellen wir uns nun vor, daß der Modul der ursprünglichen 
kanonischen Gesamtheit um 2 2I und seine durchschnittliche 
Energie um 2 Je vergrößert werde. Der Modul der kanonischen 
Gesamtheit der Phasen des ersten Körpers für sich betrachtet 
wird dann um 2 A0 zunehmen. In der unendlichen Anzahl 
der mikrokanonischen Gesamtheiten, in die wir die kanonische 
Hauptgesamtheit einteilten, können wir uns jede Energie um 
2^6 vergrößert denken. Sehen wir zu, wie die Phasengesamt- 
heiten des ersten Körpers, welche in diesen mikrokanonischen 
Gesamtheiten enthalten sind, dabei beeinflußt werden. Wir 
können annehmen, daß die Wirkung auf alle ungefähr die gleiche 
ist, da alle in Betracht kommenden Differenzen als klein behandelt 
werden können. Daher wird auch die aus ihrer Zusammen- 
setzung entstehende kanonische Gesamtheit in derselben Weise 
beeinflußt werden. Wir wissen aber, welche Änderung diese 
erfährt. Sie besteht in der Vergrößerung ihres Moduls um 2J0, 
eine Größe, die verschwindet, wenn die Größe des Bades un- 
begrenzt zunimmt. 

In dem Falle eines unendlichen Bades übt daher die 
Energiezunahme einer der mikrokanonischen Gesamtheiten um 
2 Je eine verschwindende Wirkung auf die Energieverteilung 
der Phasen des ersten Körpers aus, welchen sie enthält. Aber 
2 J € ist größer als die durchschnittliche Energiedifferenz zwischen 
den mikrokanonischen Gesamtheiten. Die Energieverteilung 
dieser Phasen ist daher in den verschiedenen mikrokanonischen 
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Gesamtheiten dieselbe und muß somit kanonisch sein wie die 
der Gesamtheit, die sich aus ihnen zusammensetzt^) 

Als allgemeiner Satz kann das Resultat in den Worten 
ausgedrückt werden: Ist ein System mit einer großen Zahl 
von Freiheitsgraden mikrokanonisch in der Phase verteilt, so 
kann jeder sehr kleine Teil davon als kanonisch verteilt an- 
gesehen werden.*) 

Es scheint daher, daß eine kanonische Phasengesamtheit 
am besten mit der für exakte mathematische Begründung not- 
wendigen Genauigkeit den Begriff eines Körpers von gegebener 
Temperatur darstellt, wenn wir uns die Temperatur als das 
Ergebnis solcher Vorgänge denken, wie wir sie tatsächlich in 
der Physik benutzen, um eine gegebene Temperatur herzustellen. 
Da die Anomalien des Körpers mit der Größe des Bades zu- 
nehmen, können wir uns nur dadurch von aller Willkürlichkeit 
in der Phasengesamtheit, die den Begriff eines Körpers 
von gegebener Temperatur darzustellen hat, befreien, indem 
wir das Bad unendlich machen, was uns zur kanonischen Ver- 
teilung führt 

Ein Vergleich der Temperatur und Entropie mit ihren 
Analogien in der statistischen Mechanik wäre unvollständig 
ohne eine Betrachtung ihrer Unterschiede in bezug auf Ein- 
heiten und Nullpunkte und die zu ihrer numerischen Dar- 
stellung benutzten Zahlenwerte. Wenden wir die Begriffe der 
statistischen Mechanik auf solche Körper an, wie wir sie ge- 
wöhnlich in der Thermodynamik betrachten, für welche die 
kinetische Energie von derselben Größenordnung ist wie die 



*) Zur Beurteilung der obigen Beweisführung muß man festhalten, 
daß die in der kanonischen Phasengesamtheit des ersten Körpers vor- 
kommenden Energieunterschiede hier nicht als verschwindende Größen 
angesehen werden. Um eine bestimmte Vorstellung zu gewinnen, muß 
man sich denken, man besäße ein so feines Wahrnehmungsvermögen, 
diese Unterschiede noch als groß aufzufassen. Die Differenz zwischen 
dem Teil dieser Phasen, die einer mikrokanonischen Gesamtheit des 
ganzen Systems angehören, und dem einer anderen angehörenden Teile 
würde noch unmerkbar sein, wenn nur die Größe des Bades genügend 
zugenommen hat. 

^) Es wird angenommen — und ohne diese Annahme hätte dieser 
Satz keinen bestimmten Sinn — daß der betrachtete Teil des Systems 
eine gesonderte Energie für sich besitzt. 
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Energieeinheit, die Zahl der Freiheitsgrade aber sehr groß ist, 
so werden die Werte von 0, ds/d log V und dBJdQ^ von der- 
selben Größenordnung sein wie 1/n, und der variabele Teil 
von ^, log F und Q) von derselben Größenordnung wie ti.^) 
Stellen diese Größen daher in irgend einem Sinne die Begriffe 
der Temperatur und Entropie dar, so werden sie trotzdem 
nicht in Einheiten der gewöhnlichen Größenordnung gemessen, 
eine Tatsache, die nicht zu übersehen ist, wenn man bestimmen 
will, welche Größen für menschliche Beobachtung als unmerk- 
lich gelten können. 

Nun hindert uns nichts anzunehmen, daß Energie und 
Zeit in unseren statistischen Formeln in solchen Einheiten zu 
messen seien, wie es für physikalische Zwecke bequem ist. 
Sind aber diese Einheiten gewählt, so sind die numerischen 
Werte von 0, ds/dlogV, ds/d^j fj, logF, * völlig bestimmt,^) 
und um sie mit der Temperatur und Entropie zu vergleichen, 
deren numerische Werte von einer willkürlichen Einheit ab- 
hängen, müssen wir alle Werte von 0, de/d log V, ds/d^ mit 
einer Konstanten K multiplizieren und alle Werte von fj, log F 
und (p durch dieselbe Konstante dividieren. Diese Konstante 
ist für alle Körper dieselbe und hängt nur von den Einheiten 
der Temperatur und Energie ab, die wir zugrunde legen. Für 
die gewöhnlichen Einheiten ist sie von derselben Größenordnung 
wie die Zahl der Atome in gewöhnlichen Körpern. 

Wir sind nicht imstande, den numerischen Wert von K 
zu bestimmen, da er von der Anzahl der Moleküle in den 
Körpern abhängt, mit denen wir experimentieren. Um unsere 
BegriflFe jedoch festzulegen, wollen wir einen Ausdruck für 
diesen Wert suchen, der, auf sehr wahrscheinliche Annahmen 
gegründet, zeigen soll, wie wir naturgemäß zu seiner Aus- 
wertung verfahren könnten, wenn unsere Beobachtungsmittel 
zur Wahrnehmung der einzelnen Moleküle ausreichten. 

Wenn die Masseneinheit eines einatomigen Gases v Atome 

1) Siehe Gleichungen (124), (288), (289) und (314); auch S. 107. 

*) Die Zeiteinheit beeinflußt nur die letzten drei Größen, und diese 
nur durch eine additive Konstante, die (mit der additiven Konstanten 
der Entropie) verschwindet, wenn nur Entropiedifferenzen mit ihren 
statistischen Analogien verglichen werden. Siehe S. 17. 
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gewichtstheorie erforderlichen Modifikationen betrachten, wenn 
die Menge der in einem System enthaltenen Materie als variabel 
zu betrachten ist, oder wenn das System mehr als eine 
Gattung Materie enthält und die Mengen der verschiedenen 
Materiengattungen in dem System als unabhängig variabel 
anzusehen sind. Dies wird uns veranlassen, eine neue Gruppe 
von Variabelen in die statistische Gleichung einzuführen, ent- 
sprechend der in der erweiterten Form der thermodynamischen 
Gleichung. 



Fünfzehntes Kapitel. 

Aus Molekülen zusammengesetzte Systeme. 

Die Natur der materiellen Körper ist derart, daß die 
Dynamik von Systemen, die aus einer großen Zahl von ganz 
gleichen Teilchen oder auch aus einer großen Zahl von Teilchen 
verschiedener Gattung bestehen, während alle Teilchen der- 
selben Gattung einander vollkommen gleich sind, unser be- 
sonderes Interesse in Anspruch nimmt. Wir wollen nun dazu 
übergehen, Systeme zu betrachten, die aus solchen Teilchen, 
entweder in großer Zahl oder anders zusammengesetzt sind, 
insbesonders aber das statistische Gleichgewicht von Gesamt- 
heiten dieser Systeme. Eine der Veränderungen, die in bezug 
auf solche Systeme in Betracht kommen, ist eine Änderung in 
der Zahl der Teilchen der verschiedenen darin vorkommenden 
Gattungen, und die Frage des statistischen Gleichgewichts 
• zwischen zwei Gesamtheiten solcher Systeme bezieht sich zum 
Teil auf das Streben der verschiedenen Partikelgattungen, von 
der einen in die andere überzugehen. 

Vor allem müssen wir genau definieren, was wir unter 
dem statistischen Gleichgewicht einer solchen Gesamtheit von 
Systemen verstehen wollen. Das Wesen des statistischen Gleich- 
gewichts besteht in der ünveränderlichkeit der Zahl der Systeme, 
die in bezug auf die Phase zwischen gegebene Grenzen fallen. Wir 
haben daher festzusetzen, was unter dem Ausdruck „Phase'' in 
solchen Fällen zu verstehen ist. Sind zwei Phasen, die sich 
nur dadurch unterscheiden, daß gewisse ganz gleiche Teilchen 
ihre Plätze miteinander getauscht haben, als identisch oder 
als verschieden anzusehen? Werden die Teilchen als ununter- 
scheidbar betrachtet, so scheint es mit dem Geiste der sta- 

GiBBS, StatiLBtiBohe Mechanik. 13 
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tistischen Methode übereinzustimmen, wenn man solche Phasen 
als identische betrachtet. In der Tat ließe sich geltend machen, 
daß in einer solchen Gesamtheit, wie wir sie betrachten, keine 
Identität, außer der Gleichheit der Eigenschaften zwischen den 
Teilchen verschiedener Systeme möglich sein kann, und wenn 
V Teilchen eines Systems mit v Teilchen eines anderen Systems 
völlig gleich beschrieben sind, so bleibt nichts übrig, worauf 
die Identifizierung eines besonderen Teilchens des ersten Systems 
mit einem besonderen Teilchen des zweiten zu gründen wäre. 
Und dies müßte gelten, wenn die Gesamtheit der Systeme 
eine gleichzeitige objektive Existenz hätte. Aber es bezieht 
sich kaum auf rein vorgestellte Gegenstände. In den von 
uns betrachteten und noch zu betrachtenden Fällen ist es 
nicht nur möglich, begriflflich die Bewegung einer Gesamtheit 
gleicher Systeme einfach als mögliche Fälle der Bewegung 
eines einzelnen Systems aufzufassen, sondern gerade, um 
die möglichen Fälle der Bewegung eines einzelnen Systems 
klarer darzustellen, benutzen wir tatsächlich den Begriff 
einer Gesamtheit von Systemen. Die vollständige Gleich- 
heit mehrerer Teilchen eines Systems wird die Identifizierung 
eines besonderen Teilchens in einem Falle mit einem be- 
sonderen Teilchen im anderen nicht im geringsten beein- 
trächtigen. Die Frage gehört zu denen, die gemäß den 
Anforderungen praktischer Bequemlichkeit bei der Behand- 
lung der Probleme zu entscheiden ist, mit denen wir uns 
beschäftigen. 

Unser gegenwärtiger Zweck erfordert oft, daß wir die 
Ausdrücke Phase j Phasendichte , statistisches Gleichgewicht und 
andere verwandte Ausdrücke gebrauchen imter der Voraus- 
setzung, daß die Phasen durch den Austausch der Plätze 
zwischen gleichen Teilchen nicht geändert werden. Einige .der 
wichtigsten Fragen, die uns beschäftigen, beziehen sich auf so 
bestimmte Phasen. Wir wollen sie Phasen nennen, die durch 
generische Definitionen bestimmt sind, oder kurz genetische 
Phasen. Wir werden aber auch Phasen behandeln müssen, 
die durch die engere Definition bestimmt sind (so daß ein 
Wechsel der Stellung zwischen gleichen Teilchen als Änderung 
der Phase betrachtet wird), und die als Phasen bezeichnet werden 
sollen, die durch spezifische Definitionen bestimmt sind, oder 
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kurz als spezifische Phasen. Denn die analytische Beschreibung 
einer spezifischen Phase ist einfacher als die einer generischen 
Phase. Auch ist es viel einfacher, ein vielfaches Integral über 
alle möglichen spezifischen Phasen als eines ohne Wieder- 
holung über alle möglichen generischen Phasen zu erstrecken. 

Bezeichnen i/^, v^...Vj^ die Anzahlen der verschiedenen 
Molekülgattungen in einem Systeme, so wird offenbar die Zahl 
der in einer generischen Phase enthaltenen spezifischen Phasen 
durch das Produkt \v^ |«'2 • • • I^ä ausgedrückt, und der Wahr- 
scheinlichkeitskoeffizient einer generischen Phase ist die Summe 
der Wahrscheinlichkeitskoeffizienten der spezifischen Phasen, 
die sie repräsentiert. Sind diese unter sich gleich, so ist der 
Wahrscheinlichkeitskoeffizient der generischen Phase gleich dem 
der spezifischen, multipliziert mit |ViK»..|^ä* ^^ ^^^ dMc^ 
klar, daß statistisches Gleichgewicht bezüglich der generischen 
Phasen bestehen kann ohne statistisches Gleichgewicht in bezug 
auf spezifische Phasen, aber nicht umgekehrt. 

Ahnliche Fragen entstehen, wo ein Teilchen mehrerer 
gleichwertiger Lagen fähig ist. Bedeutet die Vertauschung einer 
dieser Lagen mit einer anderen auch eine Änderung der Phase? 
Am natürlichsten und logischsten wäre es, die spezifische, nicht 
aber die generische Phase dadurch geändert werden zu lassen. 
Die Anzahl der in einer generischen Phase enthaltenen spezi- 
fischen Phasen wäre dann ^i ^i*^'... i^'Ä^;^'^*, wobei Xi,...;^^ die' 
Anzahlen der gleichwertigen zu den verschiedenen Partikel- 
gattungen gehörenden Lagen bezeichnen. Der Fall, in dem 
ein X unendlich ist, würde dann besondere Aufmerksamkeit er- 
fordern. Es hat nicht den Anschein, als ob die sich dabei in den 
Formeln ergebenden Komplikationen durch irgend einen realen 
Vorteil ausgeglichen würden. Der Grund liegt darin, daß in 
Problemen von wirklichem Interesse gleichwertige Lagen eines 
Teilchens immer gleich wahrscheinlich sein werden. In dieser 
Beziehung sind gleichwertige Lagen desselben Teilchens den 
\v verschiedenen Weisen, in denen v Teilchen in v verschiedenen 
Lagen verteilt sein können, völlig ungleich. Wir wollen uns 
daher auf den Standpunkt stellen, daß verschiedene Lagen 
desselben Teilchens trotz ihrer physikalischen Gleichwertigkeit 
einen Unterschied der generischen sowohl wie der spezifischen 

13* 
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Phase bilden sollen. Die Zahl der in einer generischen Phase 
enthaltenen spezifischen Phasen wird somit stets dorch das 
Produkt |«/j 1^2'" I^'ä dargestellt. 

Statt wie in den vorangehenden Kapiteln Gesamtheiten 
von Systemen zu betrachten, die sich nur in der Phase unter- 
scheiden, wollen wir nun annehmen, daß die eine Gesamtheit 
bildenden Systeme aus Teilchen verschiedener Gattung be- 
stehen, und daß sie sich nicht nur in der Phase, sondern auch 
in der Anzahl der darin enthaltenen Teilchen unterscheiden. 
Die äußeren Koordinaten aller Systeme in der Gesamtheit 
sollen wie bisher dieselben Werte besitzen, und wenn sie 
sich ändern, sich gemeinsam ändern. Zur Unterscheidung 
wollen wir eine solche Gesamtheit eine ffrofie Gesamtheit und 
eine, in der sich die Systeme nur in der Phase unterscheiden, 
eine kleine Gesamtheit nennen. Eine große Gesamtheit besteht 
daher aus einer Menge kleiner Gesamtheiten. Die von uns 
bisher untersuchten Gesamtheiten sind kleine Gesamtheiten. 

Bezeichnen wir mit v^^.,,v^ die Anzahlen der verschiedenen 
Partikelgattungen in einem System, mit e seine Energie und 
mit ^'i,...?«, Pv'Pn ^^^^^ Koordinaten und Impulse. Sind 
die Teilchen von der Bescha£fenheit materieller Punkte, so ist 
die Zahl n der Koordinaten des Systems gleich 3 Vj . . . + 3 «/^. 
Sind aber die Teilchen weniger einfach in ihrer Beschaffenheit, 
sind sie z. B. als starre Körper zu behandeln, deren Orien- 
tierung in Betracht kommt, oder besteht jedes aus mehreren 
Atomen, so daß es mehr als drei Freiheitsgrade besitzt, so wird 
die Zahl der Koordinaten des Systems gleich der Summe von 
i/j, i/g etc. sein, jedes Glied multipliziert mit der Zahl der 
Freiheitsgrade der Partikelgattung, auf die es sich bezieht. 

Betrachten wir eine Gesamtheit, in der die Zahl der 
Systeme, welche i/j,...i/^ Teilchen verschiedener Gattungen 
besitzen und deren Koordinaten und Impulse zwischen den 
Grenzen q^ und qi + dq^, p^ und p^ + dp^ etc. liegen, dar- 
gestellt wird durch den Ausdruck 



dp^...dq^, (498) 



e 

Ne 



"ä 
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wo Nj iiy 0, fi^,...fjLj^ Konstanten sind und N die Gesamt- 
zahl der Systeme in der Gesamtheit bezeichnet. Der Ausdruck 

^^ (499) 



1^1 . .. I^Ä 

stellt augenscheinlich die Phasendichte der Gesamtheit inner- 
halb der angegebenen Grenzen dar, d. h. für eine spezifisch 
definierte Phase. Der Ausdruck 

e 
^ — (500) 



ist daher der Wahrscheinlichkeitskoeffizient für eine spezifisch 
definierte Phase. Er hat offenbar denselben Wert für alle 
durch Phasenaustausch zwischen Teilchen derselben Gattung 
entstehenden \v^--. \vj^ Phasen. Der Wahrscheinlichkeitskoeffi- 
zient für eine generische Phase wird dann \v^... \vj^ mal so groß, 
nämlich 

e ^ • (501) 

Eine so definierte Gesamtheit können wir für kanonisch verteilt 
erklären und die Konstante ihren Modul nennen. Es ist 
natürlich in unserer Bezeichnungsweise eine große Gesamtheit. 
Die kleinen Gesamtheiten^ aus denen sie besteht, sind kanonisch 
verteilt, gemäß den Definitionen im vierten Kapitel, da der 
Ausdruck 

e 

1 1 (502) 

für jede kleine Gesamtheit konstant ist. Die große Gesamtheit 
befindet sich daher in statistischem Gleichgewicht in bezug auf 
die spezifischen Phasen. 

Ist eine Gesamtheit, eine große oder eine kleine, soweit es 
sich um generische Phasen handelt, identisch mit einer kanonisch 
verteilten, so wollen wir ihre Verteilung in bezug auf gene- 



A-V 
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rische Phasen eine kanonische nennen. Eine solche Gesamtheit 
ist offenbar in statistischem Gleichgewicht in bezug auf gene- 
rische Phasen, obwohl dies in bezug auf spezifische Phasen 
nicht der Fall zu sein braucht. 

Bezeichnen wir mit H den Wahrscheinlichkeitsexponenten 
einer generischen Phase in einer großen Gesamtheit, so haben 
wir flir den Fall der kanonischen Verteilung 

Man wird bemerken, daß H eine lineare Funktion von « und 
v^,,,.Vj^ ist; auch daß umgekehrt jedesmal, wo der Wahr- 
scheinlichkeitsexponent der generischen Phasen in einer großen 
Gesamtheit eine lineare Funktion von e, v^,,..Vj^ ist, die Ge- 
samtheit kanonisch verteilt ist in bezug auf ihre generischen 
Phasen. 

Die Konstante Si können wir uns bestimmt denken durch 
die Gleichung 

alle ß 

^=2..-2.J-/^--:7>7, — rf;>,...rf?,. (504) 

Phasen 

oder 

Q ß alle c 

* * = 2.. • • • X, ^]^.>r/- • •/' ^dp,...dq^, (505) 

Phasen 

wo die mit 2vi . . . 2v bezeichnete mehrfache Summe alle 
Glieder enthält, die dadurch entstehen, daß man jedem der 
Symbole v^...Vj^ alle ganzzahligen Werte von Null aufwärts 
erteilt, und das mehrfache Integral (das für jedes Glied der 
mehrfachen Summe besonders zu berechnen ist) über alle (spezi- 
fischen) Phasen eines Systems auszudehnen ist, welches die 
speziellen Anzahlen für die Teilchen der verschiedenen Gattungen 
besitzt. Das vielfache Integral in der letzten Gleichung ist 

das von uns mit e ^ bezeichnete. Siehe Gleichung (92). Wir 
können daher schreiben 
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_ £ S 

e = 



...V (506) 



Man muß beachten, daß die Sammation ein Glied ein- 
schließt, in dem alle Symbole v^...Vj^ den Wert Null haben. 
Wir müssen daher in gewissem Sinne ein aus gar keinen 
Teilchen bestehendes System anerkennen, das, obgleich an und 
für sich betrachtet, ein toter Gegenstand, als ein besonderer 
Fall eines Systems mit einer variabelen Anzahl von Teilchen 
nicht wohl ausgeschlossen werden kann. In diesem Falle ist 
€ konstant und Integrationen sind unnötig. Wir haben somit ^) 



e 



xp e 

e ~e 



= e , d. h. ip =: e. 



Der Wert von €^ ist in diesem Falle natürlich Null. Aber 
der Wert von s^ enthält eine willkürliche Konstante, die ge- 
wöhnlich aus Rücksichten der Bequemlichkeit bestimmt wird, 
so daß e^ und e nicht notwendigerweise mit v^,..,Vj^ ver- 
schwinden. 

Wenn — fl keinen endlichen Wert hat, werden unsere 
Formeln illusorisch. Als wir kanonisch verteilte kleine Gesamt- 
heiten betrachteten, haben wir es schon für nötig gefunden, 
Fälle auszuscheiden, in denen — i// keinen endlichen Wert hat.^ 
Durch dieselbe Ausscheidung würde hier — ip für beliebige 
endliche Werte von v^...Vj^ endlich werden. Hierdurch wird 
aber noch nicht notwendigerweise eine mehrfache Summe der 
Form (506) endlich. Wir überzeugen uns jedoch, daß, wenn 
für alle Werte von i/^ . . . Vj^ 

- y^^Co + ^i«'i>--- + Cj^Vj^, (507) 

wo Cq, c^,...Cj^ Konstanten oder Funktionen von sind, 

^) Dieser Schluß mag ein wenig gewagt erscheinen. Die ursprüng- 
liche Definition von yj wird man nicht wohl auf Systeme von keinem 
Freiheitsgrade für anwendbar halten. Wir mögen daher lieber diese 
Gleichungen als Definition von yj in diesem Falle ansehen. 

*) Siehe viertes Kapitel, S. 83. 



200 Fünftehntes Kapitel 






e 



'K, 



• ^^ . 



h l*'! . . . :"» 



oder 






«2 



• • • 



V 



i', -^^^ !i 



oder 



I? Co 



h \vh 






d. h. 



-§^^ + e « ... + . * . (508) 



Der Wert von — fl wird also endlich sein, wenn die Be- 
dingung (507) erfüllt ist Nehmen wir daher an, daß — ii 
endlich ist, so scheinen wir damit Fälle, die denen in der 
Natur analog sind, nicht auszuschließen.^) 

Das Interesse an der heschriehenen Gesamtheit heruht auf 
der Tatsache, daß sie sich, sowohl in bezug auf den Austausch 
von Energie und den Austausch von Teilchen in statistischem 
Gleichgewichte befinden kann mit anderen großen Gesamt- 
heiten, welche kanonisch verteilt sind und die gleichen Werte 
von und der Koeffizienten fi^ , ju^ etc. haben, wenn die [Im- 
stande derart sind, daß ein solcher Austausch von Energie und 
von Teilchen möglich ist, und wenn ein Gleichgewicht nicht 
bestehen könnte, außer fiir gleiche Werte dieser Konstanten 
in den beiden Gesamtheiten. 

In bezug auf den Austausch von Energie handelt es sich 
um ganz denselben Fall wie bei kleinen Gesamtheiten im vierten 
Kapitel, und es bedarf keiner besonderen Diskussion. Die Frage 
nach dem Austausch von Teilchen ist bis zu einem gewissen 
Grade analog und kann in einer ganz ähnlichen Weise behandelt 
werden. Nehmen wir an, wir hätten zwei in bezug auf die 



^) Bestimmen die äußeren Koordinaten ein gewisses Volumen, in 
dem das System enthalten ist, so würde das Gegenteil von (507) be- 
deuten, daß wir durch Zusammendrängen einer unendlichen Menge 
Materie auf ein endliches Volumen eine unendliche Arbeitsmenge ge- 
winnen könnten. 
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spezifischen Phasen kanonisch verteilte große G-esamtheiten mit 
gleichem Wert des Moduls und der Koeffizienten ^^•••111^9 und 
betrachten wir die Gesamtheit aller durch Kombination jedes 
Systems der erstell Gesamtheit mit jedem der zweiten ent- 
stehenden Systeme. 

. Der Wahrscheinlichkeitskoeffizient einer generischen Phase 
der ersten Gesamtheit wird dann ausgedrückt durch 



e 



» 



e (509) 

der Wahrscheinlichkeitskoeffizient einer spezifischen Phase durch 

' ' (510) 



v/ ,.. W 



da jede generische Phase W*'-\vj^' spezifische Phasen umfaßt. 



In der zweiten Gesamtheit sind die Wahrscheinlichkeitskoeffi- 
zienten der generischen und spezifischen Phasen 

e ^ (511) 

und 



e 
^ (512) 



// 



"ä 



// 



Der Wahrscheinlichkeitskoeffizient einer generischen Phase 
in der dritten Gesamtheit, die aus Systemen besteht, welche 
durch Kombination jedes Systemes der ersten Gesamtheit mit 
jedem der zweiten erhalten werden, ist das Produkt der 
Wahrscheinlichkeitskoeffizienten der generischen Phasen der 
kombinierten Systeme und wird daher dargestellt durch die 
Formel 

e ^ , (518) 

wo ir = ß' + fi", €"' = 6' + €", v^" = 1// + v^' etc. Man 
wird bemerken, daß v^'" etc. die Anzahl der Teilchen der ver- 
schiedenen Gattungen in der dritten Gesamtheit und i" ihre 
Energie ausdrückt, sowie daß iX" eine Konstante ist. Die dritte 
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Gresamtlieit ist daher kanonisch verteilt in bezug auf generische 
Phasen. 

Wären alle Systeme von derselben generischen Phase in 
der dritten Gesamtheit gleichförmig unter die \v^" »»'\vj^'' spezi- 
fischen Phasen verteilt, die in der generischen Phase enthalten 
sind, so wäre der Wahrscheinlichkeitskoeffizient einer spezi- 
fischen Phase 

(514) 



\v/'' 



V" 



In Wirklichkeit ist jedoch der zur dritten Gesamtheit ge- 
hörende Wahrscheinlichkeitskoeffizient einer spezifischen Phase 

(515) 



V. 



t L. n 



vn \y\ '" y* 



was sich durch Multiplikation der Wahrscheinlichkeitskoeffi- 
zienten der spezifischen Phasen in der ersten und zweiten 
Gesamtheit ergibt. Der Unterschied zwischen den Formeln (514) 
und (515) beruht auf der Tatsache, daß die generischen Phasen, 
auf die sich (513) bezieht, nicht nur die spezifischen Phasen ein- 
schließen, die in der dritten Gesamtheit vorkommen und den 
Wahrscheinlichkeitskoeffizienten (515) haben, sondern auch alle 
spezifischen Phasen, die aus diesen durch Austausch gleich- 
artiger Teilchen zwischen zwei kombinierten Systemen ent- 
stehen. Der Wahrscheinlichkeitskoeffizient der letzteren ist 
natürlich Null, da sie in der Gesamtheit nicht vorkommen. 

Nun ist diese dritte Gesamtheit sowohl in bezug auf spezi- 
fische wie auf generische Phasen im statistischen Gleichgewicht, 
da die Gesamtheiten es sind, aus denen sie entstanden ist. 
Dieses statistische Gleichgewicht beruht nicht auf der Gleich- 
heit des Moduls und der Koeffizienten jW^ , . . . ji*^ der ersten und 
zweiten Gesamtheit. Es beruht nur auf der Tatsache, daß 
die beiden ursprünglichen Gesamtheiten für sich in statistischem 
Gleichgewichte waren, und daß keine Wechselwirkung zwischen 
ihnen besteht, da die Vereinigung der beiden Gesamtheiten zu 
einer dritten rein begrifflich ist und keine physikalische Ver- 
knüpfung ausdrückt. Diese Unabhängigkeit der Systeme, die 
physikalisch durch Kräfte bedingt wird, welche es verhindern, 
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daß Teilchen von einem System in ein anderes übergehen oder 
in den Bereich ihrer gegenseitigen Wirkung kommen, wird 
mathematisch dargestellt durch unendliche Werte der Energie 
für TeilchiBn in einem die Systeme trennenden Zwischenraum. 
Solch ein Zwischenraum möge ein Diaphragma genannt werden. 
Nehmen wir nun an, daß während wir die Systeme der beiden 
ursprünglichen Gesamtheiten kombinieren, die Kräfte so modi- 
fiziert werden, daß die Energie für Teilchen in dem ganzen 
das Diaphragma bildenden Zwischenraum nicht mehr unend- 
hch bleibt, sondern in einem Teil dieses Zwischenraumes so klein 
wird, daß es den Teilchen möglich ist, von einem System in das 
andere überzugehen, so bedingt dies eine Änderung in der 
Funktion e"', welche die Energie der vereinigten Systeme 
ausdrückt, und die Gleichung b" = c' + b" kann nicht mehr 
gelten. Wäre nun der Wahrscheinlichkeitskoeffizient der 
dritten Gesamtheit dargestellt durch (613) mit dieser neuen 
Funktion e"', so hätten wir statistisches Gleichgewicht in bezug 
auf die generischen, wenn auch nicht auf die spezifischen Phasen. 
Dies braucht aber nur eine unerhebliche Änderung in der Ver- 
teilung der dritten Gesamtheit zu bedeuten, ^) eine Änderung, die 
durch die Hinzufügung von verhältnismäßig wenigen Systemen 
dargestellt wird, in denen der Übergang der Teilchen stattfindet, 
im Vergleich zu der sehr großen Zahl, die durch Kombination 
der beiden ursprüngKchen Gesamtheiten entsteht. Der unter- 
schied zvdschen der Gesamtheit, die in statistischem Gleichgewicht 
wäre, und der durch Kombination der beiden ursprünglichen 
Gesamtheiten entstehenden kann unbegrenzt verringert werden, 
während es noch möglich bleibt, daß Teilchen von einem System 
in das andere übergehen. In diesem Sinne können wir sagen, 
daß die aus der Kombination zweier gegebener Gesamtheiten 
entstandene Gesamtheit immer noch in einem Zustande (an- 
genäherten) statistischen Gleichgewichts in bezug auf die 
generischen Phasen stehe, nachdem es den Teilchen möglich 

^) Man wird bemerken, daß, soweit es sich um die Verteilung 
handelt, sehr große und unendliche Werte von e (für gewisse Phasen) fast 
auf dasselbe hinauskommen, da das eine die völlige und das andere fast die 
völlige Ausschließung der in Frage kommenden Phasen bedeutet. Eine 
unendliche Änderung im Werte von e (für gewisse Phasen) kann daher 
einer verschwindenden Änderung der Verteilung entsprechen. 
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geworden ist, zwischen den verbundenen Systemen hin und her 
zu wandern, nachdem also das statistische Grleichgewicht für 
spezifische Phasen gänzlich aufgehört hat und das Gleichgewicht 
für generische Phasen auch gänzlich aufgehört haben würde, 
wenn die gegebenen G-esamtheiten nicht in bezug auf generische 
Phasen kanonisch verteilt gewesen wären mit denselben Werten 
von und jWi, ...jtA^^. 

Es ist auch klar, daß Betrachtungen dieser Art auf die ver- 
schiedenen Partikelgattungen einzeln anwendbar sind. Wir 
können die Energie in dem das Diaphragma bildenden Zwischen- 
raum vermindern für eine, aber nicht zugleich für eine andere 
Teilchengattung. Dies ist der mathematische Ausdruck für ein 
„halbdurchlässiges^^ Diaphragma. Die für das statistische Gleich- 
gewicht notwendige Bedingung wird im FaUe, wo das Dia- 
phragma nur für Teilchen durchdringbar ist, auf die sich der 
Index ( \ bezieht, erfüllt sein, sobald fi^ und in beiden Ge- 
samtheiten dieselben Werte haben, während die anderen Koef- 
fizienten fi^ etc. verschieden sein können. 

Diese wichtige Eigenschaft großer Gesamtheiten mit kano- 
nischer Verteilung legt eine eingehende Prüfung der Natur 
solcher Gesamtheiten nahe. Hierbei handelt es sich besonders 
um die relativen Anzahlen von Systemen in den verschiedenen 
kleinen Gesamtheiten, die eine große ausmachen, und um die 
Durchschnittswerte einiger der wichtigsten Größen in den 
großen Gesamtheiten sowie auch um die durchschnittlichen 
Quadrate der Abweichungen von diesen Durchschnittswerten. 

Die Wahrscheinlichkeit, daß ein aus einer kanonisch ver- 
teilten großen Gesamtheit beliebig herausgegriffenes System genau 
v^j,..Vj^ Teilchen der verschiedenen Gattungen enthält, wird 
ausgedrückt durch das vielfache Integral 



alle ß 

dPi'-'dq^, (516) 



/•••/ 



|j/i . . . \Vh 
Phasen 



oder 



e 

y, . . . v/, ' 
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Dies möge die Wahrscheinlichkeit der kleinen Gesamtheit 
(fj,...!'^ genannt werden. Die Summe aller dieser Wahr- 
scheinlichkeiten ist natürlich Eins. Das heißt 



1 , (518) 



... 



'»'1 -"V^ \Vi... \Vf, 



übereinstimmend mit (506). 

Der Durchschnittswert einer beliebigen Größe u in der 
großen Gesamtheit wird durch die Formel gegeben 



alle ß 



= 2..- • • 2v J- • -f— r.77.TS dPi'--dq„. (519) 



U 

Phasen 



Ist u eine Funktion von v^,.,.Vj^ allein, d. h. hat u in allen 
Systemen einer kleinen Gesamtheit denselben Wert, so redu- 
ziert sich die Formel auf 



e 
ue 



^ = S ---S — ^ (520) 

Schreiben wir nun u\^^q und «*|kiein> um Durchschnittswerte in 
großen und kleinen Gesamtheiten zu unterscheiden, so erhalten 
wir weiter 

e 

Igroß -^ilJvi -^v^ klein l^i . . . I^ä 

In diesem Kapitel, in dem wir uns mit großen Gesamt- 
heiten beschäftigen, soll ü stets den Durchschnittswert für eine 
große Gesamtheit bezeichnen. In den früheren Kapiteln bezeich- 
nete ü stets den Durchschnittswert für eine kleine Gesamtheit. 

Gleichung (505), die wir in einer etwas anderen Form 
wiederholen, nämlich 

ß alle ß 

Phasen 
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zeigt, daß ii eine Funktion von und iWj,.../ti^, ferner auclx 
von den äußeren Koordinaten a^, a^ etc. ist, welche implizite 
in e vorkommen. Differentiieren wir die Gleichung, inde] 
wir alle diese Größen als variabel ansehen, so erhalten wir 

e( d£l . Sl 



(-4^+*^»)- 



alle 



- ^^ s,-s J- ■ ■ f-'-^'-rX "".•■•■''. 



Phasen 



alle 







Phasen 

+ etc. 

alle ß 

Phasen 

— etc. 

ß 
Multiplizieren wir diese Gleichung mit e'^ und setzen wie ge- 
wöhnlich Ä^, A^ etc. flir — dBJda^y —dejöa^ etc., so erhalten 
wir vermöge des durch Gleichung (519) ausgedrückten Gesetzes 

+ ^^^^^1 + ^0^- ^2 + etc. \ (524) 

+ trA+-^^2 + etc.; 
das heißt: 

d£i^ ^■^(hv,.^,(^HVn-B dQ^^v^d^^-^Ä^da^. (525) 
Da die Gleichung (503) ergibt 

so kann die vorige Gleichung geschrieben werden 

dii = Hd0-^l}^dfjL^ -2A^«i- (527) 



(52S 
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Ferner folgt aus Gleichung (526) 

dQ + ^fi^dv^ + S^i^i^ -de^0dH + Hd0. (528) 
Eliminieren wir d ii aus diesen Gleichungen, so erhalten wir 

Setzen wir nun 

W=e + 0Hj (530) 

dW=de + 0dH + Hd0, (531) 

so erhalten wir 

dW = Hd0 + ^fji^dv^-^Ä^da^, (532) 

Die entsprechenden thermodjmamischen Gleichungen sind 

c?€ = Tdrj + ^fji^dm^ -^A^da^, (533) 

yj^e-Trj, (534) 

dip^-rjdT+^fji^ dm^ -- 2^i ^^i- (^35) 

Sie werden aus den thermodynamischen Gleichungen (116) 
und (117) gewonnen durch Addition der Glieder, die sich auf 
Änderungen in den Mengen m^, m^ etc. der verschiedenen 
Substanzen beziehen, aus denen ein Körper besteht. Die 
Übereinstimmung der Gleichungen ist vollkommen genau, wenn 
die Komponenten der Zusammensetzung in solchen Einheiten 
gemessen werden, daß m^, m^ etc. den Anzahlen der ver- 
schiedenen Molekül- oder Atomgattungen proportional sind. 
Die Großen ju^, jUg etc. in diesen thermodynamischen Glei- 
chungen können durch jede der Gleichungen, in denen sie vor- 
kommen, als Diflferentialquotienten definiert werden.^) 

Vergleichen wir die statistischen Gleichungen (529) und 
(532) mit (114) und (112), wie sie im vierten Kapitel aufgestellt 
und im vierzehnten Kapitel diskutiert wurden, als Analogien 
der thermodynamischen Gleichungen, so finden wir einen be- 
trächtlichen Unterschied. Abgesehen von den Gliedern, die 
den Zusatzgliedern in den thermodynamischen Gleichungen 
dieses Kapitels entsprechen, und abgesehen von der Tatsache, 



*) Vergl. Gibbs, Transactions Connecticut Academy, Vol. III, 
S. 116 ff. 
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daß die Durchschnittswerte in einem Falle in einer großen 
und im anderen Falle in einer kleinen Gesamtheit genommen 
wurden, sind die Analoga der Entropie, H und 17 in Definition 
und Wert ganz verschieden. Wir werden auf diesen Punkt 
zurückkommen, nachdem wir die Größenordnung der gewöhn- 
lichen Anomalien von v^, ...r^ bestimmt haben. 

Dififerentiieren wir Gleichung (518) nach 11^ und multi- 
plizieren mit 0, so erhalten wir 

ß + /<, V, . . . + ;i^ v^ — V' 
— 

2 •••2 fl^ + 0- ^ = 0, (586) 

somit ö fl/öjWi =— i/j, übereinstimmend mit (527). Differen- 
tiieren wir nochmals nach 11^ oder 11^ und setzen wir 

SO erhalten wir 

ß + ^1 Vi . . . + ^^ v^ - V^ 

V ...2 (1^ + ^^'^-)' -r^n 0' (537) 

ß + /<l Vi . . . + yti^ v^ — V 

2^. ..2 i/^- + ^^--^^p^' ^ =0.(538) 

Die linken Seiten dieser Gleichungen bezeichnen die Durch- 
schnittswerte der Größen in den äußeren Klammern. Wir haben 
also 

(i;;^^r^ = V-V = -00 = 0U-' (539) 

Aus Gleichung (539) gewinnen wir eine Vorstellung von 
der Größenordnung der Abweichungen von v^ von seinem 
Durchschnittswerte in der Gesamtheit, wenn dieser Durch- 
schnittswert groß ist. Die Gleichung läßt sich nämlich schreiben 



.(^-Jii' =S,^, (541) 
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Die rechte Seite dieser Gleichung wird im allgemeinen klein 
sein, wenn v^ groß ist. Große Werte sind nicht notwendig 
ausgeschlossen, doch müssen sie in bezug auf jW^ innerhalb sehr 
enger Grenzen liegen. Denn ist 



■^ r. 



^^->A-. ■ (542) 

fiir alle Werte von fi^ zwischen den Grenzen fi^' und fi^", so 
haben wir zwischen denselben Grenzen 

-^dv, >dfi^, (543) 

^J^d daher 

i^^(--!v--_y >l«r-|'*i'- (544) 

^ie Differenz jw^" — jWj' ist somit numerisch eine sehr kleine 
^i^cße. Um uns einen Begriff von der Bedeutung einer solchen 
^ifierenz zu machen, müssen wir beachten, daß in Formel (498) 
f\ mit v^ multipliziert und das Produkt von der Energie sub- 
^^liert erscheint. Eine sehr kleine Differenz im Werte von jtii 
ta.xin daher von Bedeutung sein. Da aber v0 stets kleiner 
isti als die kinetische Energie des Systems, zeigt unsere Formel, 
^B.ß 11,^'^^^ selbst mit v^ oder v^' multipliziert, noch als 
^^^e unmerkliche Größe angesehen werden kann. 

Wir können nun in bezug auf Eigenschaften, die der 
^anschlichen Wahrnehmung zugänglich sind, die entscheiden- 
^öii Merkmale einer Gesamtheit erkennen, wie wir sie be- 
^B.chten (einer kanonisch verteilten großen Gesamtheit), wenn die 
I^Urchschnittsanzahlen der Teilchen der verschiedenen Gattungen 
"^ön derselben Größenordnung sind wie die Anzahl der Moleküle 
^^ den Körpern, die Gegenstand des physikalischen Experimentes 
sind. Obwohl die Gesamtheit Systeme mit den denkbar weitesten 
Variationen in bezug auf die Anzahl der in ihnen enthaltenen 
Teilchen umfaßt, so halten sich doch diese Variationen prak- 
tisch in 80 engen Grenzen, daß sie unmerklich werden außer 
flr besondere Werte der Konstanten der Gesamtheit. Dieser 
Ausnahmefall entspricht genau dem Fall in der Natur, wo gewisse 
thermodynamische Größen, entsprechend ö, jW^, ii^ etc., die im 
allgemeinen die Konzentrationen der verschiedenen Bestand- 

GiBBS, Statistische Mechanik. 14 
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teile eines Körpers bestimmen, gewisse Werte haben, die diese 
Konzentrationen unbestimmt lassen^ oder anders ausgedrückt, 
wo die Bedingungen derart sind^ daß sie koexistente Phasen 
der Materie bestimmen. Außer in dem Falle dieser besonderen 
Werte würde sich die große Gesamtheit für menschliches 
Wahrnehmungsvermögen nicht von einer kleinen Gesamtheit 
unterscheiden, d. h. von einer beliebigen der kleinen Gesamt- 
heiten, die sie enthält, in der v^, v^ etc. sich nicht merklich 
von ihren Durchschnittswerten unterscheiden. 

Vergleichen wir nun die Größen H und iy, deren Durch- 
schnittswerte (in einer großen oder einer kleinen Gesamtheit) 
wir als Analoga der Entropie kennen gelernt haben. Da 



und 






VJ — B 



SO wird 

H-n = j Q + ^.''.-- + ^>''*-V . (545J 

Ein Teil dieser Differenz rührt von der Tatsache her, daß 
sich H auf generische und ri auf spezifische Phasen bezieht 
Bezeichnen wir mit ly^en den Wahrscheinlichkeitsexponenten für 
generische Phasen in einer kleinen Gesamtheit, so haben wir 

^gen = 1? + logj«^ . . . |i/;5,, (546) 

H- rj = H— rj^, + log jj/^ . . . [i/^ , (547) 

g--^;.en = ^--^^- ^-'^-^^-^--^ --10gK...k- (548) 

Dies ist der Logarithmus der Wahrscheinlichkeit für die kleine 
Gesamtheit (i/^, . . . i/J. ^) Setzen wir 

~y~ = V,,n , (549) 

entsprechend der Gleichung 



>) Siehe Formel (517). 
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^-^- = V, (550) 

80 haben wir 

V'gen= V^+ 01Ogjl^...|l^, 

und 

Dieser Ausdruck hat ein Maximum^ wenn ^) 

^ = ''i> -07^=/^.^ «tc. (552) 

Unterscheiden wir Werte, die diesem Maximum ent- 
sprechen, durch Akzente, so haben wir angenähert, wenn 
^i>---*'ä ^^^ derselben Größenordnung sind wie die Anzahl 
der Moleküle in gewöhnlichen Körpern 



■*^ '/gen ^ 








(553) 



^^-Vn = /^ V^^* y '^ V^^^^^"^ ^ "* '^"^V '^,(554) 
wo 

und 

J 1/j = i/j - 1//, ^1/2 = «'2 - v^\ etc. (556) 

Dieser Ausdruck (554) ist die Wahrscheinlichkeit des Systems 
(i/j . . . yj. Die Wahrscheinlichkeit, daß die Werte von v^,.,,v^ 
innerhalb gegebener Grenzen liegen, wird dargestellt durch das 
vielfache Integral 



^) Genau genommen, ist V'gen nicht bestimmt als Funktion von 
Vi,...yÄj außer fiir ganzzahlige Werte dieser Variabelen. Doch können 
wir uns die Größe durch einen passenden Interpolationsprozeß als stetige 
Funktion bestimmt denken. 

14* 
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dv^.,,dvj^. (557 



Hieraus folgt, daß die Verteilung der großen Gesamtheit 
in bezug auf die Werte von v^,... i/^ dem „Fehlergesetze" folgt, 
wenn v^\...v^ sehr groß sind. Der Wert dieses Integrals 
für die Grenzen ± oo muß Eins sein. Dies ergibt 



oder 






C=ilogi>-^log(2 7r0), 



wo -D = 












\d Vi d Vhl 






d 






d. h. Z) = 



dv 



dfJi 
d 












Ö V, 






m' 



Nun haben wir nach (553) in erster Annäherung 



(558) 



(559) 



(560) 



(561) 



(562) 



und wenn wir durch die Konstante K^) dividieren, um diese 
Größen auf die gewöhnliche Entropieeinheit zu reduzieren, weiter 



Jl - ^gni _ log /) - h log (2 n &) 
K ~~ ~ ' iK 



(563) 



') Siehe S. 189—191. 
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Dies ist ersichtlich eine zu vernachlässigende Größe, da K von 
derselben Grrößenordnung wie die Anzahl der Moleküle in 
gewöhnlichen Körpern ist. Es ist zu beachten, daß ^gen 
hier der Durchschnittswert in der großen Gesamtheit ist, wo- 
gegen die Größe, die wir mit H vergleichen wollen, der Durch- 
schnittswert in einer kleinen Gesamtheit ist. Da wir aber 
gesehen haben, daß in dem betrachteten Falle die große Ge- 
samtheit der menschlichen Beobachtung wie eine kleine Ge- 
samtheit erscheinen würde, so darf diese Unterscheidung fort- 
fallen. 

In dem betrachteten Falle sind daher die Diflferenzen 
zwischen den Größen, die durch die Bezeichnungen i) 



TT 



9 Vgen, ? ^gen 

gross groäd 



klein 



ausgedrückt werden, für menschliche Beobachtungsmittel nicht 
wahrnehmbar. Die Differenz 



n 



gen 



klein j klein 



^K 



ist daher konstant, solange die Zahlen v^,,,,Vj^ konstant sind. 
Für konstante Werte dieser Zahlen ist es somit unwesentlich, 
ob wir den Durchschnittswert von ^gen oder von rj für die 
Entropie wählen, da dies nur die willkürliche Integrations- 
konstante beeinflußt, die zur Entropie addiert erscheint. Werden 
aber die Zahlen v^,,,. «/^ geändert, so ist es nicht mehr mögUch, 
den Exponenten für spezifische Phasen zu benutzen. Denn der 
Satz, daß die Entropie eines Körpers eine willkürliche additive 
Konstante besitzt, unterliegt einer Einschränkung, wenn es sich 
um verschiedene Größen derselben Substanz handelt. In diesem 
Falle ist die Konstante, sobald sie für eine Substanzmenge be- 
stimmt ist, damit für alle Mengen derselben Substanz bestimmt. 
Um unsere Begriffe festzulegen, wollen wir annehmen, wir 
hätten zwei identische flüssige Massen in angrenzenden ge- 
schlossenen Räumen. Die Entropie des Ganzen ist gleich der 
Summe der Entropien der Teile und das Doppelte der eines 
Teiles. Denken wir uns nun ein Ventil geöffnet, wodurch eine 



*) In diesen Formeln ist zur größeren Klarheit .ffgcni und ^speo 



I gross 



klein 



für die Größen gesetzt, die sonst mit H und ry bezeichnet sind. 
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Yerbindung zwischen beiden Räumen hergestellt wird. Wir sehen 
dies nicht als eine Änderung in der Entropie an, obwohl die 
gasförmigen oder flüssigen Massen ineinander diffundieren^ und 
obwohl derselbe Diffusionsprozeß die Entropie vergrößern würde, 
wenn die flüssigen Massen verschieden wären. Es ist daher 
klar, daß es das Gleichgewicht in bezug auf generische Phasen 
imd nicht in bezug auf spezifische ist, mit dem wir es bei 
der Auswertung der Entropie zu tun haben, und daß wir daher 
den Durchschnittswert von H oder rj^, und nicht den von ^ 
als Äquivalent der Entropie verwenden müssen außer in der 
Thermodynamik von Körpern, in denen die Zahl der Moleküle 
der verschiedenen Gattungen konstant ist 
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Die wissenschaftlicben Arbeiten von Helmholtz sind von beträchtlichem £influß auf 
den Entwickelungsgang der theoretischen Physik unserer Zeit gewesen. Durch die Ver- 
einigung der seiner Zeit als Einzeldrucke oder in verschiedenen Wissenschaft liehen Zeit- 
schriften erschienenen Arbeiten in gleichmäßigem modernen Wiederabdruck werden die- 
selben der wissenschaftlichen Welt bequem zugänglich gemacht. 

HERTZ, H., Gesammelte Werke. Band I. Schriften vermischten Inhalts. 
Etwa 380 Seiten mit vielen Fig., 1 Tafel. Einleitung von Ph. Lenard 
u. Porträt des Verf. 1895. Preis M. 12. — . Band II. Untersuchungen üb. 
die Ausbreitung der elektr. Kraft. VIII, 296 S. m. 40 Fig. 2. Aufl. 1895. 
M. 6. — . Band III. Die Prinzipien der Mechanik in neuem Zusammen- 
hange dargestellt. Mit einem Vorwort von H. v. Helmholtz. XXIX, 
312 S. 1894. M. 12.—. In Halbfranz gebunden jeder Band M. 1.50 mehr. 

Das Lebenswerk des frQh dahingegangenen Gelehrten liegt in den vorstehenden 
drei Bänden abgeschlossen vor. Je mehr man sich in die ^eist vollen und klaren Dar- 
stellungen versenkt, um so mehr bedauert man, daß der Tod seinem Wirken ein so kurzes 
Ziel gesteckt hat. 

LORENTZ, H. A., Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung und der An- 
fangsgründe der analytischen Geometrie. Mit besonderer Berücksichtigung 
der Bedürftiisse der Studierenden der Naturwissenschaften. Unter Mit- 
wirkung des Verfassers übersetzt von Prof. Dr. G. C. Schmidt (Ebers- 
walde). [VIII, 476 Seiten mit 118 Abbild.] 1900. M. 10.— ; geb. M. 11.— 

Das vorliegende Lehrbuch läßt rein mathematische Anwendungen mehr in den 
Hintergrund treten, dagegen macht os ausgiebig Gebrauch von Beispielen aus der Mechanik 
und Physik. Es eignet sich vortreil'lich zur Einführung in dieses Gebiet, namentlich für 
Studierende der Physik. 



Y 



AN DER WAALS, Die Continuität des flüssigen und gasförmigen Zustandes. 
I.Teil. Vom Verf. besorgte 2. Aufl. [VIII, 182S.] 1899. M. 4.—, geb. M. 5.— 
2. Teil. Binäre Gemische. [VIII, 192 Seiten mit 23 Fig.] 1900. 

M. 5. — , geb. M. 6. — 



